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Pro´logo
El material que a continuacio´n presentamos abarca un curso completo de
Ca´lculo Integral. Esta´ basado en los contenidos de la asignatura Fundamentos
Matema´ticos II de la titulacio´n de Ingenier´ıa Industrial; por ello, va dirigido
principalmente a alumnos de Ingenier´ıa, tanto de las antiguas titulaciones como
de los nuevos grados.
La intencio´n de las autoras ha sido elaborar una material dida´ctico de fa´cil
comprensio´n. Para ello, hemos incluido toda la teor´ıa necesaria, prescindiendo
de las demostraciones de los resultados, junto con una coleccio´n de ejemplos
resueltos, explicados paso a paso y acompan˜ados de gra´ﬁcas y dibujos, tan
necesarios para la visualizacio´n y comprensio´n de los problemas planteados.
Los contenidos esta´n estructurados en tres temas: integracio´n en una varia-
ble, integracio´n mu´ltiple e integracio´n sobre curvas y superﬁcies. Como com-
plemento, se incluyen dos ape´ndices; en el primero de ellos se recuerda co´mo
dibujar gra´ﬁcas en coordenadas polares y en el segundo se ofrece una recopi-
lacio´n de las ecuaciones y gra´ﬁcas de las superﬁcies de R3 ma´s habituales.
En cada tema encontramos la teor´ıa ba´sica y resultados necesarios corres-
pondientes, as´ı como una serie de ejemplos resueltos, que esperamos sea de
gran ayuda al alumno en su aprendizaje. A lo largo del texto, se han uti-
lizado motivaciones basadas en ejemplos f´ısicos de modo que los conceptos
matema´ticos introducidos resulten identiﬁcables y familiares. Al ﬁnal de cada
seccio´n, se plantea una coleccio´n de ejercicios, acompan˜ados de la solucio´n,
para ser resueltos por el alumno.
B. Campos/C. Chiralt
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TEMA 1
INTEGRACIO´N EN R
INTRODUCCIO´N
En este tema comenzamos estudiando el concepto de integral de Riemann
en una variable de un modo constructivo. Entender bien la integral de Riemann
como una suma inﬁnita nos permitira´ generalizarla y deﬁnir en los siguientes
temas la integral para varias variables y las integrales de l´ınea y de superﬁcie.
Los objetivos de este tema son:
Entender el concepto de integral de Riemann.
Deducir fo´rmulas para resolver determinados problemas aplicando este
concepto, como ca´lculo de a´reas, volu´menes de revolucio´n, aplicaciones
f´ısicas.
Extender la deﬁnicio´n de integral para poder llevar a cabo el estudio de
integrales impropias.
1.1. LA INTEGRAL DE RIEMANN
 Idea intuitiva del concepto de integral. El concepto de integral surge
al formalizar un concepto sencillo e intuitivo, el de medida, como por ejemplo
longitud, a´rea o volumen.
Consideremos el problema consistente en calcular el a´rea de una regio´n
plana. Para resolverlo, vamos a utilizar una te´cnica similar a la que usaron
los antiguos griegos basa´ndose en que dicha a´rea queda encajada entre dos
pol´ıgonos de a´rea conocida, uno inscrito y otro circunscrito. De este modo, el
a´rea del pol´ıgono inscrito nos da un valor aproximado del a´rea por defecto y
la del pol´ıgono circunscrito nos da un valor aproximado del a´rea por exceso.
El valor exacto del a´rea buscada queda entre ambos.
Tomando pol´ıgonos inscritos y circunscritos cada vez ma´s pro´ximos a dicha
regio´n, las aproximaciones de las a´reas se acercan cada vez ma´s al a´rea. Un
proceso de l´ımite nos permite llegar al valor exacto. Esta te´cnica se conoce
como principio de exhaucio´n de Arqu´ımedes. Ocurre que no todas las ﬁguras
planas tienen a´rea, ya que el principio de exhaucio´n no permite determinar
un nu´mero u´nico, que este´ comprendido entre las aproximaciones por exceso y
por defecto y por ello se introduce el concepto de integral.
B. Campos/C. Chiral
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2ARA LLEGAR AL CONCEPTO DE INTEGRAL CONSIDEREMOS EL PROBLEMA CONSISTENTE EN
CALCULAR EL 	AREA DE LA REGI	ON ENCERRADA POR LA GR	ACA DE UNA FUNCI	ON POSITIVA Y
ACOTADA 5G EL EJE - Y LAS RECTAS G  0 Y G  1 (IGURA 
x
y
a b
f  (x,
Área
(IGURA  5($ '( 81$ 5(*,21 3/$1$	
2ARA ELLO HACEMOS UNA PARTICI	ON DE DICHA REGI	ON EN RECT	ANGULOS PODR	AMOS
TOMAR UNA COLECCI	ON DE RECT	ANGULOS QUE QUEDEN POR DEBAJO DE DICHA GR	ACA Y
OTRA COLECCI	ON DE MODO QUE QUEDEN POR ENCIMA .AS SUMAS DE SUS 	AREAS NOS
DAR	AN RESPECTIVAMENTE APROXIMACIONES POR DEFECTO Y POR EXCESO DEL 	AREA
BUSCADA (IGURA  2OSTERIORMENTE HAR	AMOS UN PASO AL L	MITE TOMANDO
COLECCIONES DE RECT	ANGULOS CON BASE CADA VEZ MENOR ES DECIR TENDIENDO A CERO
x
y
Sumas por exceso
x
y
Sumas por defecto
(IGURA  352:,0$&,21(6 $/ $5($ 325 '()(&72 ; 325 (:&(62	
7N ESTUDIO SIMILAR SE PUEDE HACER SI CONSIDERAMOS UNA 	UNICA COLECCI	ON DE
RECT	ANGULOS CON IGUAL LONGITUD DE BASE Y CUYAS ALTURAS SEAN EL VALOR DE LA
FUNCI	ON EN UN PUNTO CUALQUIERA DE SU BASE (IGURA 
x
y
(IGURA  352:,0$&,21 &21 $/785$6 ,17(50(',$6	
.A SUMA DE LAS 	AREAS DE ESTOS RECT	ANGULOS ES UNA APROXIMACI	ON AL 	AREA
CUANTO MENOR SEA LA BASE DE DICHOS RECT	ANGULOS MEJOR SER	A LA APROXIMACI	ON
(IGURA  2OR ELLO ESPERAMOS QUE UN PASO AL L	MITE NOS LLEVE AL 	AREA BUSCADA
2UESTO QUE HEMOS ELEGIDO TODAS LAS BASES DE LA MISMA LONGITUD HACER QUE DICHA
LONGITUD TIENDA A CERO EQUIVALE A HACER QUE EL N	UMERO DE RECT	ANGULOS TIENDA A
INNITO
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Y EVALUAMOS LA FUNCI	ON EN DICHOS PUNTOS 'STOS VALORES CORRESPONDEN A LAS
ALTURAS DE LOS RECT	ANGULOS 2OR TANTO UNA APROXIMACI	ON AL 	AREA ES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*ACIENDO QUE LA LONGITUD DE LAS BASES TIENDA A  Y POR LO TANTO EL N	UMERO
DE RECT	ANGULOS TIENDA A  LLEGAMOS AL VALOR EXACTO 
'STE VALOR OBTENIDO COMO UNA SUMA INNITA DE 	AREAS DE RECT	ANGULOS NOS
LLEVA AL CONCEPTO DE INTEGRAL DE 4IEMANN 'STAS SUMAS EN LAS QUE LA FUNCI	ON
SE EVAL	UA EN UN PUNTO INTERMEDIO DE CADA SUBINTERVALO RECIBEN EL NOMBRE DE
SUMAS DE 4IEMANN
.A FORMALIZACI	ON MATEM	ATICA DE LO QUE SE HA EXPUESTO NOS PERMITE SEPARAR
LA NOCI	ON DE INTEGRAL DE LA IDEA INTUITIVA DE 	AREA Y OBTENER UNA DENICI	ON
ANAL	TICA DE INTEGRAL 'STO TIENE GRAN RELEVANCIA NO S	OLO PORQUE NOS PERMITE UN
CIERTO RIGOR EN SU DENICI	ON SINO TAMBI	EN PORQUE SUS APLICACIONES SE EXTIENDEN
M	AS ALL	A DEL C	ALCULO DE 	AREAS
			 %-79) *):1+)
.A CONSTRUCCI	ON DETALLADA VISTA EN EL EJEMPLO ANTERIOR NOS DA PIE A INTRO
DUCIR LOS CONCEPTOS B	ASICOS NECESARIOS PARA CONSTRUIR LA INTEGRAL EN EL CASO EN
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que la funcio´n considerada f(x) > 0. Ma´s adelante veremos la generalizacio´n
para el caso en que f(x) < 0 o cambie de signo en el intervalo que consideremos.
 Deﬁnicio´n 1.1. Dado un intervalo compacto (es decir, cerrado y acotado)
[a, b] ⊂ R , se llama particio´n de [a, b] a cualquier conjunto ﬁnito de nu´meros
reales
P = {x0, x1, · · · , xi−1, xi, · · · , xn}
que veriﬁque
a = x0 < x1 < · · · < xi−1 < xi < · · · < xn = b.
a = x0 b = xnX1 X2 …..….. Xi-1 Xi Xi+1
Figura 1.5: Particio´n de un intervalo.
De esta forma [a, b] queda dividido en n subintervalos que correspon-
der´ıan a las bases de los recta´ngulos.
[xi−1, xi] es el intervalo i-e´simo de la particio´n.
Llamamos amplitud del intervalo i-e´simo a ∆xi = xi − xi−1.
Se denomina dia´metro |P | de la particio´n P a la mayor de las amplitudes
∆xi,
| P |= max {∆x1,∆x2, · · · ,∆xn } .
Si todas las amplitudes son iguales, se dice que P es una particio´n regular
y en este caso el dia´metro de la particio´n es | P |= b−an . Se veriﬁca adema´s
que | P |→ 0 implica que n→∞.
’ Ejemplo 1.2. Dado el intervalo [1, 2] tomamos una particio´n regular en 5
subintervalos deﬁnida por,
P = {1,
6
5
,
7
5
,
8
5
,
9
5
, 2}.
Como la particio´n es regular todos los intervalos tienen la misma amplitud
y su dia´metro es | P |= (2− 1)/5 = 1/5. 
Deﬁnicio´n 1.2. Dada una particio´n P = {a = x0, x1, · · · , xi−1, xi, · · · , xn = b},
se llama familia de puntos intermedios T a un conjunto de puntos
T = {t1, t2, · · · , ti, · · · , tn}
tales que ti ∈ [xi−1, xi].
B. Campos/C. Chiralt
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 -61+176 		 &ADO UN INTERVALO COMPACTO =0 1? Y DADA UNA FUNCI	ON
ACOTADA 5  =0 1?   SE LLAMA SUMA DE 4IEMANN DE 5 ASOCIADA A LA PARTICI	ON
% Y A LA FAMILIA ) DE PUNTOS INTERMEDIOS AL N	UMERO

% ) 5  
)"
$
5C$ G$  5CG  5CG     5C)G)
DONDE C$  =G$ G$?
x
y
t1 t2 t3 t4
f  (t1, f  (t2,f  (t3,
f  (t4,
(IGURA  80$6 '( ,(0$11	
5I TOMAMOS  %  MUY PEQUE[NO CABE ESPERAR QUE LA SUMA DE 4IEMANN SEA
MUY PR	OXIMA SI 5 ES NO NEGATIVA AL 	AREA BAJO LA GR	ACA DE 5  CON INDEPEN
DENCIA DE LOS PUNTOS INTERMEDIOS ELEGIDOS 'L VALOR DE LA FUNCI	ON EN CADA UNO
DE LOS PUNTOS INTERMEDIOS C$ PROPORCIONAR	A LA ALTURA DE CADA RECT	ANGULO AL
QUE LLAMAREMOS RECT	ANGULO REPRESENTATIVO (IGURA 
 -61+176 		 5EA 5  =0 1?   UNA FUNCI	ON ACOTADA DENIDA EN EL
INTERVALO COMPACTO =0 1? SE DICE QUE 5 ES 16;-/9)*4- EN =0 1? SI EXISTE EL L	MITE
DE LAS SUMAS DE 4IEMANN CUANDO  %   INDEPENDIENTEMENTE DE LOS PUNTOS
INTERMEDIOS ELEGIDOS Y ESE VALOR L	MITE ES LA INTEGRAL DENIDA
# 

5G3G  L	M
 


% ) 5
'N ALGUNAS OCASIONES UTILIZAREMOS LA NOTACI	ON
 
 5 
;A QUE CONSIDERAMOS PARTICIONES REGULARES PODEMOS CALCULAR EL L	MITE CUAN
DO = 2OR TANTO TOMAMOS COMO DENICI	ON DE INTEGRAL DE 5 
# 

5G3G  L	M
)

% ) 5  L	M
)
)"
$
5C$G$
0OTEMOS QUE LA INTEGRAL DENIDA ES UNA SUMA INNITA DE VALORES DE UNA
FUNCI	ON CALCULADA EN PUNTOS INTERMEDIOS POR TANTO PUEDE TOMAR VALORES POSI
TIVOS NEGATIVOS O NULOS 2ARA INTERPRETAR LA INTEGRAL COMO EL 	AREA BAJO LA GR	ACA
DE UNA FUNCI	ON SE DEBEN SATISFACER LAS CONDICIONES DEL TEOREMA SIGUIENTE
 %-79-5) 		 5I 5 ES CONTINUA Y NO NEGATIVA EN =0 1? ENTONCES EL 	AREA
COMPRENDIDA ENTRE LA GR	ACA DE 5  EL EJE DE ABCISAS Y LAS RECTAS G  0 Y G  1
ES
 
 5 
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 2-5847 		 'L 	AREA LIMITADA POR LA GR	ACA DE 5G  G EL EJE - Y LAS
RECTAS G   Y G   VIENE DADA POR
  
# 


G3G
PUESTO QUE 5 ES CONTINUA Y 5G  G 	  G  = ?
x
y
y x3
5$&$ '(   	

'L C	ALCULO DE INTEGRALES APLICANDO LA DENICI	ON ES GENERALMENTE DIF	CIL 5IN
EMBARGO NOS PARECE INTERESANTE CONOCER AL MENOS CU	ANDO UNA FUNCI	ON ES
INTEGRABLE SOBRE UN INTERVALO COMPACTO
 "9787:1+176 		 5I 5  =0 1?   ES UNA FUNCI	ON ACOTADA SE VERICA
 5I 5  =0 1?   ES MON	OTONA EN =0 1? ENTONCES 5 ES INTEGRABLE EN =0 1?
 5I 5  =0 1?   ES CONTINUA EN =0 1? ENTONCES 5 ES INTEGRABLE EN =0 1?
 5I 5 ES    $ EN =0 1? ENTONCES 5 ES INTEGRABLE EN =0 1?
4ECORDEMOS QUE UNA FUNCI	ON ES CONTINUA A TROZOS SI S	OLO TIENE UN N	UMERO
NITO DE PUNTOS DE DISCONTINUIDAD Y EN ELLOS LOS L	MITES LATERALES EXISTEN Y SON
NITOS 'N LA (IGURA  TENEMOS UN EJEMPLO
2 1 1 2 3
2
2
4
6
8
(IGURA  81&,21 &217,18$ $ 752<26	
# PARTIR DE LOS RESULTADOS DE LA PROPOSICI	ON ANTERIOR CONOCEMOS UN EXTENSO
CONJUNTO DE FUNCIONES INTEGRABLES ALGUNAS DE LAS SIGUIENTES PROPIEDADES NOS
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1.1.2. Propiedades de la integral de Riemann
(1) Linealidad. Si f y g son dos funciones reales, integrables en [a, b], entonces
tambie´n es integrable la funcio´n hf + kg para cualesquiera h, k ∈ R y
adema´s  b
a
(hf + kg) = h
 b
a
f + k
 b
a
g.
(2) Integrabilidad del producto y del cociente. Sean f y g reales e integrables
en [a, b]. Entonces:
(a) f · g es integrable en [a, b].
(b)
f
g
es integrable en [a, b] si g(x) = 0, ∀x ∈ [a, b].
(3) Monoton´ıa. Si f y g son integrables en [a, b] y si se cumple f(x)  g(x)
cuando a  x  b entonces
 b
a f 
 b
a g. En particular, si f(x) ≥ 0,
entonces
 b
a f ≥ 0.
(4) Integrabilidad del valor absoluto. Si f es integrable en [a, b], entones |f |
es integrable en [a, b] y se veriﬁca:

 b
a
f
 
 b
a
|f | .
 Nota 1.1. Entendemos por |f | la funcio´n valor absoluto deﬁnida como
|f(x)| =

f(x) si f(x) ≥ 0
−f(x) si f(x) < 0.
(5) Aditividad respecto del intervalo de integracio´n. Sea f acotada en [a, b] y
c ∈ ] a, b [ . Entonces f es integrable en [a, b] si y so´lo si lo es en [a, c] y
en [c, b]. En este caso se cumple:
 b
a
f =
 c
a
f +
 b
c
f.
Esta propiedad constituye la base para algunas convenciones de notacio´n;
as´ı, si cambiamos los l´ımites de integracio´n cambia el signo de la integral,
es decir,
 a
b f = −
 b
a f . Cuando los l´ımites de integracio´n son iguales la
integral vale 0, esto es,
 a
a f = 0.
(6) Composicio´n de funciones. Sea f : [a, b] −→ R y ϕ : [α, β] −→ R, tales
que f es integrable en [a, b] y ϕ es de clase C1 en [α, β]. Si adema´s
ϕ([α, β]) ⊂ [a, b], entonces la funcio´n compuesta f ◦ ϕ : [α, β] −→ R es
integrable en [α, β].
 Nota 1.2. Una funcio´n se dice que es de clase C1 en el intervalo [a, b]
si es continua y adema´s existe su derivada primera y tambie´n es continua
en [a, b].
B. Campos/C. Chiralt
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Esta funcio´n F tiene algunas propiedades importantes que dependen de la
funcio´n que se integra:
 Teorema 1.2. Si f es integrable sobre un intervalo compacto, entonces F
es continua sobre dicho intervalo.
 Teorema 1.3 (Primer teorema fundamental del ca´lculo). Si f es continua
en [a, b], entonces F es derivable en [a, b] y su derivada es F (x) = f(x) para
cualquier x ∈ [a, b].
Notemos que F (x) =
d
dx
 x
a f(t)dt = f(x), independientemente del valor
que tome a. Adema´s cuando f es continua (condicio´n que exige el teorema fun-
damental del ca´lculo) los conceptos de primitiva e integral indeﬁnida coinciden,
aunque se hayan deﬁnido de forma distinta.
Luego, si f es continua, admite primitivas pero si deja de ser continua en
algu´n punto del intervalo, aunque siga siendo integrable (y por tanto admite
integral indeﬁnida) puede no admitir primitiva.
’ Ejemplo 1.6. Sea la funcio´n signo de x :
f(x) = sg(x) =



1 si x > 0
0 si x = 0
−1 si x < 0.
(1.1)
Comprobemos que f admite integral indeﬁnida en R pero no primitiva.
Solucio´n. La funcio´n signo de x admite integral indeﬁnida dada por:
F (x) =
 x
0
sg(t)dt
para integrar esta funcio´n integraremos cada trozo de la funcio´n sg(x) deﬁnida
en (1.1), esto es: 


x si x > 0
0 si x = 0
−x si x < 0
que corresponde a la funcio´n valor absoluto |x|, ∀x ∈ R.
6 4 2 2 4 6
2
1
1
2
f x
3 2 1 1 2 3
0.5
1.0
1.5
2.0
2.5
3.0
F x
Gra´ﬁcas de f(x) = sg(x) y de F (x) = |x|.
Pero F (x) = |x| no es primitiva de f(x) en R, ya que no es derivable en
x = 0.
B. Campos/C. Chiralt
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Una consecuencia inmediata del primer teorema fundamental del ca´lculo
es que nos proporciona un me´todo pra´ctico para calcular integrales, es decir,
para hallar primitivas. Veamos un corolario para el que se supone conocida la
existencia de primitivas.
 Corolario 1.1 (Regla de Barrow). Si f : [a, b] −→ R es continua en el
intervalo de deﬁnicio´n y si G : [a, b] −→ R es una primitiva de f en dicho
intervalo, entonces se veriﬁca que:
 b
a
f(x)dx = G(b)−G(a) que denotaremos por [G(x)]x=bx=a .
Esta diﬁcultad esencial referente a la existencia de funciones primitivas no
impide establecer que, bajo determinadas condiciones, la regla de Barrow se
siga cumpliendo aunque f no sea continua.
 Teorema 1.4 (Segundo teorema fundamental del ca´lculo). Sea la funcio´n
f : [a, b] −→ R integrable en el intervalo compacto [a, b] y sea G : [a, b] −→ R
una primitiva de f en [a, b], entonces se veriﬁca:
 b
a
f(x)dx = G(b)−G(a).
’ Ejemplo 1.7. Resolvamos las siguientes integrales:
1.
 π
0 sin x dx = [− cosx]
x=π
x=0 = − cos π + cos 0 = 1 + 1 = 2.
2.
 1
0 x
n dx siendo n = −1.
 1
0 x
n dx =

xn+1
n+ 1
x=1
x=0
=
1
n+ 1
− 0 =
1
n+ 1
.
3.
 2
1
dx
x
= [ln x]x=2x=1 = ln 2− ln 1 = ln 2.
4.
 1
0 x e
x2 dx =

1
2e
x2
x=1
x=0
= 12(e
1 − e0) = 12(e− 1).
5.
 π
0 x sin x dx.
La primitiva de f(x) = x sin x es, aplicando integracio´n por partes,
F (x) = −x cosx+ sin x, por tanto
 π
0
x sin x dx = [−x cosx+ sin x]x=πx=0 = π.
6.
 9
1
1
√
x(1 +
√
x)2
dx.
B. Campos/C. Chiralt
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La primitiva de f(x) =
1
√
x(1 +
√
x)2
es, aplicando el cambio x = t2 y
volviendo a deshacerlo, F (x) =
−2
1 +
√
x
, por tanto:
 9
1
1
√
x(1 +
√
x)2
dx =

−2
1 +
√
x
9
1
=
1
2
. 
La integracio´n por partes y por cambio de variable se puede aplicar direc-
tamente para las integrales deﬁnidas utilizando las proposiciones siguientes:
 Proposicio´n 1.2 (Integracio´n por partes). Sean u y v funciones reales de
clase C1 en el intervalo compacto [a, b], entonces se veriﬁca:
 b
a
u(x)v(x)dx = [u(x)v(x)]x=bx=a −
 b
a
u(x)v(x)dx.
’ Ejemplo 1.8. Calculemos
 π
0 x sin x dx.
Solucio´n. Tomamos u(x) = x y v(x) = sin x, por tanto u(x) = 1 y v(x) =
− cosx. Aplicando la fo´rmula de integracio´n por partes tenemos:
 π
0
x sin x dx = [−x cosx]x=πx=0 +
 π
0
cosx dx = π + [sin x]x=πx=0 = π. 
 Proposicio´n 1.3 (Integracio´n por cambio de variable). Sea f una funcio´n
integrable en [a, b] y sea ϕ una funcio´n de clase C1 en [α, β] con α = ϕ−1(a),
β = ϕ−1(b) y ϕ([α, β]) = [a, b]. Entonces se veriﬁca:
 b
a
f(x)dx =
 β
α
f(ϕ(t))ϕ(t)dt.
 Nota 1.4. Al hacer un cambio de variable x = ϕ(t) implica que t = ϕ−1(x).
De ello se deriva que tenemos que cambiar tambie´n los l´ımites de integracio´n
para la nueva variable t.
’ Ejemplo 1.9. Calculemos
 9
1
1
√
x(1 +
√
x)2
dx.
Solucio´n. Consideremos el cambio x = ϕ(t) = t2, luego t = ϕ−1(x) =
√
x.
Entonces a x = 1 le corresponde un valor t =
√
1 = 1 y a x = 9 le corresponde
t =
√
9 = 3, luego:
 9
1
1
√
x(1 +
√
x)2
dx =
 3
1
1
t(1 + t)2
2 t dt =
 3
1
1
(1 + t)2
2dt
= 2

−1
1 + t
t=3
t=1
=
1
2
. 
B. Campos/C. Chiralt
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1.1.4. Ejercicios de la seccio´n 1.1
1. ¿Co´mo explicar´ıas que una funcio´n continua a trozos en un intervalo [a, b]
sea integrable en dicho intervalo?
2. ¿Co´mo calcular´ıas el a´rea encerrada entre una funcio´n f , el eje X y las
rectas x = a y x = b si f toma valores negativos en el intervalo [a, b]?
3. Calcula las siguientes integrales deﬁnidas:
(a)
 1
0 e
x(x2 + 2x) dx. (Solucio´n: e)
(b)
 π
2
0 8 cos
3 x dx. (Solucio´n: 163 ).
(c)
 3
1
x+ 2
x2 + 2x+ 1
dx. (Solucio´n: 14 + ln 2).
(d)
 1
0 x
√
3− x2 dx. (Solucio´n:
√
3− 23
√
2).
(e)
 e
1 x
2 ln x dx. (Solucio´n: 19(1 + 2e
3)).
(f)
 √2
0
√
4− x2 dx. (Solucio´n: 2+π2 ).
1.2. APLICACIONES DE LA INTEGRAL
Al principio del tema se introdujo la integral con el ﬁn de obtener el a´rea
de una ﬁgura plana. Como veremos a continuacio´n no so´lo se puede usar la
integral en el ca´lculo de a´reas de ﬁguras planas, sino que tambie´n nos permite
calcular volu´menes de so´lidos de revolucio´n al menos en determinados casos
de particular intere´s.
Adema´s de las aplicaciones geome´tricas tambie´n resulta interesante mostrar
algunas aplicaciones f´ısicas utilizadas en el a´mbito de la ingenier´ıa.
1.2.1. Ca´lculo de a´reas de ﬁguras planas
Veamos co´mo poner en pra´ctica el ca´lculo de a´reas de ﬁguras planas si-
guiendo ciertas normas dadas en la introduccio´n del tema.
1. A´rea entre una curva y el eje de abcisas.
Dada una funcio´n f : [a, b] −→ R continua en [a, b], el conjunto C ⊂ R2
limitado por la curva y = f(x), el eje de abcisas y las rectas x = a y x = b
tiene a´rea y e´sta vale:
A(C) =



 b
a f(x)dx si f(x) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b]
 b
a |f(x)| dx si f(x) < 0 o si el signo de f(x) cambia un nu´mero
ﬁnito de veces en [a, b] .
El me´todo para integrar la funcio´n |f(x)| se reduce a:
(1) Integrar la funcio´n −f(x) en el intervalo [a, b] si f(x) < 0 para todo
x ∈ R.
B. Campos/C. Chiralt
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2. A´rea encerrada entre dos curvas.
Consideremos f y g dos funciones continuas en el intervalo compacto [a, b].
El conjunto C limitado por la curva y = f(x), la curva y = g(x) y las rectas
x = a y x = b, tiene a´rea dada por la integral,
A(C) =
 b
a
|f(x)− g(x)| dx.
El me´todo para integrar |f(x)− g(x)| se reduce a:
(1) Integrar la funcio´n f(x) − g(x) si f(x) − g(x) > 0 en todo el intervalo
[a, b].
(2) Integrar la funcio´n g(x) − f(x) si f(x) − g(x) < 0 en todo el intervalo
[a, b].
(3) Si el signo de f(x) − g(x) cambia en el intervalo [a, b] un nu´mero ﬁnito
de veces, resolvemos la ecuacio´n f(x) − g(x) = 0. Integramos f − g
en los intervalos donde f − g > 0, es decir, la gra´ﬁca de f esta´ por
encima de la gra´ﬁca de g, e integramos g − f en los intervalos en los
que f − g < 0, es decir, la gra´ﬁca de f esta´ por debajo de la gra´ﬁca de
g, independientemente de la situacio´n de ambas gra´ﬁcas respecto del eje
de abcisas. Finalmente sumamos los valores positivos obtenidos en cada
integral.
 Nota 1.6. Igual que antes planteamos una alternativa a estos casos que es
usada en la pra´ctica consiste en calcular

 b
a
(f − g)

en los casos (1) y (2). En el caso (3) calculamos

 x1
a
(f − g)
+

 x2
x1
(f − g)
+ · · ·+

 b
xn
(f − g)

siendo x1, x2, · · · , xn los puntos de corte de f y g en el intervalo [a, b].
 Nota 1.7. En algunos de estos casos la resolucio´n de la integral se simpliﬁca
si consideramos las funciones x = h(y), x = k(y) rec´ıprocas de y = f(x) e
y = g(x) respectivamente, e integramos respecto de y. A continuacio´n vemos
un ejemplo que ilustra este caso.
’ Ejemplo 1.11. Hallemos el a´rea comprendida entre las gra´ﬁcas de las
funciones f(x) = 3x3 − x2 − 10x y g(x) = −x2 + 2x.
Solucio´n. En primer lugar obtenemos los puntos de corte de ambas curvas:
3x3 − x2 − 10x = (−x2 + 2x), es decir,
3x3 − 12x = 0, por tanto, x = 0, x = 2, x = −2.
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2 1 1 2
8
6
4
2
2
4
6f x
g x
A´rea comprendida entre f(x) y g(x).
En el intervalo [−2, 0] se tiene que f > g y en el intervalo [0, 2] se tiene que
f < g; por tanto,
A =
 2
−2 |f(x)− g(x)| dx =
 0
−2(f(x)− g(x))dx+
 2
0 (g(x)− f(x))dx
=
 0
−2(3x
3 − 12x)dx+
 2
0 (−3x
3 + 12x)dx = 12 + 12 = 24 u.a. 
’ Ejemplo 1.12. Calculemos el a´rea de la regio´n limitada por la gra´ﬁca de
y = x− 1 y la de x = 3− y2.
Solucio´n. En este caso, consideramos los recta´ngulos representativos hori-
zontales, es decir, consideramos las funciones x = f(y) = y + 1 y x = g(y) =
3 − y2 que se cortan para y = 1 e y = −2, es decir, en los puntos (2, 1) y
(−1,−2.).
1 1 2 3 4
2
1
1
2
3
f y
g y
A´rea comprendida entre la recta y la para´bola.
Entonces, el a´rea vendra´ dada por:
A =
 1
−2
�
(3− y2)− (y + 1)

dy =
 1
−2
(−y2 − y + 2)dy =
9
2
u.a. 
’ Ejercicio 1.2. Halla el a´rea comprendida entre las curvas y = sin x y
y = cosx en

0, π2

. (Solucio´n: 2(
√
2− 1) u.a.).
’ Ejercicio 1.3. (a) Calcula el a´rea encerrada por la elipse x
2
9
+
y2
4
= 1.
(Solucio´n: 6π u.a.).
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(b) Calcula el a´rea encerrada por la elipse
x2
a2
+
y2
b2
= 1.
(Solucio´n: π a b u.a.).
1.2.2. Ca´lculo de volu´menes
Para el ca´lculo de volu´menes se suelen utilizar las integrales dobles y triples.
Sin embargo, existen determinados so´lidos, los cuerpos de revolucio´n, cuyo
volumen se puede calcular de un modo sencillo utilizando integrales simples.
Los so´lidos de revolucio´n aparecen frecuentemente en ingenier´ıa y en pro-
cesos de produccio´n (ejes, embudos, pilares, botellas, e´mbolos y otros). Estos
cuerpos se obtienen al girar una regio´n del plano alrededor de un eje llamado eje
de revolucio´n. Estudiamos dos me´todos para calcular este tipo de volu´menes,
la integracio´n por discos y la integracio´n por capas, utilizando cada uno de
ellos segu´n sea ma´s conveniente para el desarrollo del problema.
1. Me´todo de los discos.
Consideremos una regio´n plana sencilla: un recta´ngulo apoyado sobre el eje
de giro. Al girar alrededor del eje de revolucio´n da lugar a un cilindro circular
recto o disco, tal y como aparece en la Figura 1.10.
R
Z
Figura 1.10: Disco generado por la revolucio´n de un recta´ngulo.
Si R es el radio y w la anchura del disco, entonces el volumen del disco
viene dado por:
V = πR2w.
La expresio´n anterior nos sera´ u´til para hallar el volumen de un so´lido de
revolucio´n ma´s general. Consideremos la regio´n plana limitada por la gra´ﬁca
de y = f(x), el eje de revolucio´n y las rectas x = a y x = b y supongamos
que queremos calcular el volumen del so´lido de revolucio´n engendrado al girar
dicha regio´n alrededor del eje de revolucio´n (Figura 1.11).
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R
ba 'x
Figura 1.11: So´lido generado por la revolucio´n del a´rea bajo una curva.
Podemos llegar a la integral mediante sumas de Riemann. Para ello:
Tomamos una particio´n del intervalo [a, b] que lo divida en n subinter-
valos iguales [xi−1, xi].
Para cada uno de estos subintervalos, consideramos un recta´ngulo de
base: ∆xi = xi − xi−1 y altura R(ci) con ci ∈ [xi−1, xi].
Al girar alrededor del eje de revolucio´n da lugar a un disco cuyo volumen
es:
Vi = π(R(ci))
2∆xi.
Sumando los volu´menes de estos discos obtenemos un valor aproximado
del volumen del so´lido de revolucio´n (Figura 1.12),
V ≈
n
i=1
π(R(ci))
2∆xi, (sumas de Riemann).
Figura 1.12: Aproximacio´n del volumen mediante discos.
Tomando l´ımite cuando n → ∞, tendremos el valor exacto, si existe,
obtenie´ndose la siguiente integral:
V = l´ım
n→∞
n
i=1
π(R(ci))
2∆xi = π
 b
a
(R(x))2dx.
Si el eje de revolucio´n es el eje X, entonces R(x) viene dado por f(x) y se
tiene:
V = π
 b
a
(f(x))2dx.
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Una expresio´n similar se obtiene cuando giramos alrededor de un eje vertical
en el intervalo [c, d], en cuyo caso las funciones consideradas dependen de y:
V = π
 d
c
(R(y))2 dy
R(y)'y
Cuando la regio´n que gira no apoya sobre el eje de revolucio´n se genera
un so´lido con agujero. En este caso, dicha regio´n esta´ comprendida entre dos
curvas continuas y = f(x) e y = g(x) donde f(x)  g(x), ∀x ∈ [a, b]. Entonces,
al volumen del so´lido generado por la regio´n limitada por la curva ma´s lejana
al eje de revolucio´n le restaremos el volumen del agujero, generado por la curva
ma´s cercana:
V = Vg − Vf = π
 b
a

(R(x))2 − (r(x))2

dx
R(x)
r(x)
En el caso en que el eje de revolucio´n sea el eje X, se tendra´:
V = π
 b
a

(g(x))2 − (f(x))2

dx
g(x)
y
f(x)
x
’ Ejemplo 1.13. Calculemos el volumen del so´lido de revolucio´n generado
al girar la regio´n plana limitada por la gra´ﬁca de f(x) =
√
3x− x2 y el eje X,
para 0  x  3, alrededor del eje X.
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
1.2
1.4
Regio´n plana bajo la gra´ﬁca de f(x) =
√
3x− x2.
Solucio´n. Puesto que el eje de revolucio´n es el eje de abcisas, el so´lido generado
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es una bola de dimensio´n 3 y su volumen viene dado por:
V = π
 3
0 (f(x))
2dx = π
 3
0 (
√
3x− x2)2dx
= π
 3
0 (3x− x
2)dx = π

3x2
2
−
x3
3
3
0
=
9π
2
u.v. 
’ Ejemplo 1.14. Calculemos el volumen del so´lido de revolucio´n generado
al girar la regio´n plana comprendida entre las gra´ﬁcas de f(x) = 2 − x2 y
g(x) = 1 en torno a la recta y = 1.
2 1 1 2
0.5
0.5
1.0
1.5
2.0
eje de revolución
Regio´n plana entre las gra´ﬁcas de f(x) y g(x).
Solucio´n. En este caso, como el eje de revolucio´n es la recta y = 1, el radio
de cada recta´ngulo representativo vendra´ dado por R(x) = f(x)− 1.
Adema´s, dichas gra´ﬁcas cortan en los puntos de abcisa x = −1 y x = 1.
Luego,
V = π
 1
−1(1− x
2)2dx = π
 1
−1(x
4 − 2x2 + 1)dx
= π

x5
5
−
2x3
3
+ x
1
−1
= 16π15 u.v. 
’ Ejemplo 1.15. La regio´n R acotada por las curvas y =
√
x e y = x2 gira
alrededor del eje X. Calculemos el volumen del cuerpo resultante.
Solucio´n. Se trata de un so´lido de revolucio´n con agujero.
1.5 1.0 0.5 0.5 1.0 1.5 2.0
0.5
0.5
1.0
1.5
eje de revolución
Regio´n acotada por las curvas y =
√
x e y = x2.
Ambas curvas se cortan en los puntos de abcisas x = 0 y x = 1, por tanto:
V = π
 1
0 [(R(x))
2 − (r(x))2] dx = π
 1
0 (x− x
4) dx
= π

x2
2
−
x5
5
1
0
=
3π
10
u.v. 
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’ Ejercicio 1.4. Un meca´nico perfora un agujero a trave´s del centro de una
esfera de metal de 5 cm de radio. El agujero tiene 3 cm de radio, ¿cua´l es el
volumen del anillo resultante? (Solucio´n: 256π3 cm
3).
2. Me´todo de las capas o tubos.
Un me´todo alternativo para calcular volu´menes de so´lidos de revolucio´n es
el que emplea capas cil´ındricas. Para introducir este me´todo consideramos el
recta´ngulo representativo como el de la Figura 1.13, es decir paralelo al eje de
revolucio´n, siendo w la anchura del recta´ngulo, h su altura y p la distancia del
centro del recta´ngulo al eje de revolucio´n, que llamaremos radio medio.
Cuando el recta´ngulo gira alrededor del eje de revolucio´n engendra una
capa cil´ındrica de anchura w cuyo volumen sera´ el volumen del cilindro exterior
menos el volumen del cilindro interior, esto es,
V (capa cil´ındrica) = π

p+
w
2
2
h− π

p−
w
2
2
h = 2π p hw.
h Z
p Z
Figura 1.13: Capa cil´ındrica o tubo generado por la revolucio´n de un recta´ngulo.
Esta fo´rmula nos permite calcular el volumen del so´lido de revolucio´n del
siguiente modo: supongamos una regio´n plana acotada superior e inferiormente
por las rectas y = c e y = d, que gira alrededor de un eje horizontal engen-
drando un so´lido (Figura 1.14). Procedemos de modo ana´logo al caso de los
discos construyendo la integral mediante sumas de Riemann.
Tomamos una particio´n del intervalo [c, d] en n subintervalos iguales
[yi−1, yi].
d
c
'y
p(y)
L(y)
g(y)
Figura 1.14: Aproximacio´n de un volumen mediante capas cil´ındricas.
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Aproximamos la regio´n mediante recta´ngulos de modo que cada recta´ngu-
lo, de anchura ∆yi = yi− yi−1, sea paralelo al eje de revolucio´n. Al girar
la regio´n, cada recta´ngulo genera una capa de volumen:
Vi = 2πp(ci)h(ci)∆yi
con ci ∈ [yi−1, yi].
Podemos aproximar el volumen total mediante la suma de las capas (ver
Figura 1.14):
V 
n
i=1
2πp(ci)h(ci)∆yi.
Tomando l´ımite cuando n→ +∞, tenemos
V = l´ım
n→+∞
2π
n
i=1
p(ci)h(ci)∆yi = 2π
 d
c
p(y)h(y)dy.
Si el eje de revolucio´n es vertical la fo´rmula sera´,
V = 2π
 b
a
p(x)h(x)dx.
Si el eje de revolucio´n es el eje Y, entonces p(x) = x y si adema´s la regio´n
se encuentra sobre el eje x entonces h(x) = f(x), por tanto:
V = 2π
 b
a
xf(x)dx.
x
y
p(x) = x 
'x
h(x) = f (x) 
’ Ejemplo 1.16. Calculemos el volumen del so´lido generado al girar la regio´n
acotada por las gra´ﬁcas de y = x2 + 1, y = 0, x = 0 y x = 1, alrededor del eje
Y .
Solucio´n. Considerando el me´todo de las capas, tenemos que para cada recta´ngu-
lo representativo la distancia de e´ste al eje Y viene dada por p(x) = x y su
altura viene dada por h(x) = f(x) = x2 + 1,
1 1 2 3
1
1
2
3eje de revolución
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por tanto:
V = 2π
 1
0
x(x2 + 1)dx = 2π

x4
4
+
x2
2
1
0
= 2π

1
4
+
1
2

=
3π
2
u.v. 
Notemos que este volumen tambie´n se puede calcular mediante el me´todo
de los discos, pero en este caso habr´ıa que hacer dos integrales.
’ Ejemplo 1.17. Calculemos el volumen del so´lido generado al girar la regio´n
limitada por las gra´ﬁcas y = x3 + x + 1, x = 1 e y = 1 alrededor de la recta
x = 2.
Solucio´n. En este caso recurrimos al me´todo de las capas debido a la diﬁcultad
que plantea despejar x en la ecuacio´n y = x3 + x + 1 para aplicar el me´todo
de los discos.
Dibujando la gra´ﬁcas, observamos que la distancia de cada recta´ngulo re-
presentativo al eje x = 2 viene dada por p(x) = 2 − x y su altura viene dada
por h(x) = f(x)− 1 = x3 + x,
1 1 2 3
1
1
2
3
4
5
Eje de revolución
por tanto:
V = 2π
 1
0 (2− x)(x
3 + x) dx = 2π
 1
0 (2x
3 + 2x− x4 − x2) dx
= 2π

−
x5
5
+
x4
2
−
x3
3
+ x2
1
0
=
29π
15
u.v. 
’ Ejercicio 1.5. Se disen˜a un ﬂotador cuya forma se obtiene rotando la
gra´ﬁca de y = 1 − x
2
16 , −4  x  4, alrededor del eje X, donde se mide x e y
en dm. Calcula el volumen del ﬂotador. (Solucio´n: 64π15 dm
3).
1.2.3. Aplicaciones f´ısicas de la integral
1. Trabajo realizado por una fuerza variable.
El concepto de trabajo es importante para los cient´ıﬁcos e ingenieros a la
hora de determinar la energ´ıa necesaria para realizar diferentes tareas f´ısicas;
por ejemplo, es u´til conocer la cantidad de trabajo realizado cuando una gru´a
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eleva una viga de acero, cuando se comprime un muelle, cuando se lanza un
cohete o cuando un camio´n transporta una carga por una carretera.
En primer lugar, consideremos una fuerza constante en cada punto, que
mueve un cuerpo en su misma direccio´n rectil´ınea una distancia d, entonces el
trabajo realizado por dicha fuerza viene dado por W = F d (Figura 1.15).
F
d
Figura 1.15: Fuerza constante y en la misma direccio´n que el desplazamiento.
Pero la fuerza F puede variar conforme el objeto cambia de posicio´n (por
ejemplo, al comprimir o estirar un muelle). Supongamos que queremos calcu-
lar el trabajo necesario para mover un cuerpo a lo largo de una l´ınea recta
desde x = a hasta x = b debido a una fuerza F (x) que var´ıa continuamente.
Razonamos de forma ana´loga a los casos anteriores de ca´lculo de a´reas y de
volu´menes para llegar al concepto de integral. Para ello utilizamos las sumas
de Riemann y los correspondientes principios f´ısicos.
Tomamos una particio´n regular del intervalo [a, b].
Para cada uno de los n subintervalos [xi−1, xi] consideramos ci un punto
cualquiera de dicho subintervalo y calculamos F (ci).
Para pequen˜os valores de ∆xi la fuerza se considera con variaciones mı´ni-
mas y es pra´cticamente constante, as´ı pues el trabajo para mover dicho
cuerpo desde xi−1 hasta xi viene dado por
∆Wi = F (ci)∆xi.
Podemos aproximar el trabajo total desde x = a hasta x = b mediante
la suma:
W ≈
n
i=1
F (ci)∆xi.
Tomando l´ımite cuando n→ +∞, obtenemos, si existe el valor buscado,
W = l´ım
n→+∞
n
i=1
F (ci)∆xi =
 b
a
F (x)dx.
’ Ejemplo 1.18. Para estirar un muelle desde su posicio´n natural 13 hemos
realizado una fuerza de 10N , calculemos que´ trabajo debemos realizar para
estirarlo 13 ma´s.
Solucio´n. Por la ley de Hooke, el muelle ejerce una fuerza contraria al sentido
de la deformacio´n, dada por F (x) = −k x, donde k es una constante positiva
caracter´ıstica del muelle.
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Podemos determinar k con los datos del problema aplicando la ley anterior:
10 = k
1
3
, por tanto, k = 30 N/m.
As´ı, el trabajo para estirar el muelle desde la posicio´n 13 hasta la posicio´n
2
3 sera´:
W =
 2
3
1
3
30x dx = 30

x2
2
2/3
1/3
= 5 Nm. 
’ Ejercicio 1.6. Si un mo´dulo espacial pesa 15 toneladas (T ) en la superﬁcie
terrestre, ¿Cua´nto trabajo exige elevarlo a una altura de 800 millas?. No se
tendra´ en cuenta la resistencia del aire ni el peso del combustible (Radio Tierra
≈ 4000 millas). (Solucio´n: 10,000 T -milla).
2. Vaciado de depo´sitos.
Consideremos un depo´sito lleno hasta d m por debajo del borde, de un l´ıqui-
do homoge´neo que pesa w N/m3 (Figura 1.16). Supongamos que se bombea
l´ıquido desde la parte superior hasta que el nivel del l´ıquido desciende a c m
por debajo del borde. Queremos calcular cua´l es el trabajo realizado.
A(y) 
d d
c
h(y)
Figura 1.16: Vaciado de un depo´sito.
En la resolucio´n del problema utilizamos la siguiente notacio´n:
A(y): a´rea de una seccio´n transversal,
h(y): altura a la que hay que elevar el l´ıquido,
para cada y ∈ [c, d].
Construimos las sumas de Riemann que dan lugar a la integral correspon-
diente al vaciado de depo´sitos.
Tomamos una particio´n regular de [c, d]. Para cada subintervalo [yi−1, yi]
sea ci un punto intermedio de dicho subintervalo.
El volumen del estrato correspondiente es: Vi = A(ci)∆yi.
El peso de dicho estrato es: w Vi.
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El trabajo que hay que realizar para bombear este estrato es:
Wi = wA(ci)h(ci)∆yi.
Un valor aproximado del trabajo total viene dado por la suma de los
trabajos realizados para bombear todos los estratos del l´ıquido y el valor
exacto se obtiene mediante el l´ımite, si existe, cuando n→ +∞ de dicha
suma, es decir:
W = l´ım
n→∞
n
i=1
wA(ci)h(ci)∆yi =
 d
c
wA(y)h(y) dy.
’ Ejemplo 1.19. El tanque co´nico de la Figura 1.17 se llena hasta 2 m del
tope con un aceite que pesa w N/m3, hallemos el trabajo que se requiere para
bombear todo el aceite hasta el borde del tanque.
x= 1
y= 2x 
Figura 1.17: Tanque co´nico.
Solucio´n. Considerando los ejes de coordenadas como en la Figura 1.17, se
tiene que A(y) = π(y2)
2 y h(y) = 10− y. Puesto que el tanque esta´ lleno hasta
2 m del borde superior, hay que bombear el aceite que ocupa la regio´n desde
y = 0 hasta y = 8, por tanto:
W =
 8
0 w π (
y
2)
2 (10− y) dy =
w π
4
 8
0 (10y
2 − y3) dy
=
w π
4

10y3
3
−
y4
4
8
0
=
w π
4
(
2048
3
) =
512
3
wπ N · m. 
’ Ejercicio 1.7. Un depo´sito de agua semiesfe´rico de 10m de radio se vac´ıa
mediante bombeo. Halla el trabajo realizado cuando el nivel del agua desciende
de 2 a 4 m por debajo de la parte superior del depo´sito (densidad del agua:
ω = 104N/m3). (Solucio´n: 5400π KN · m).
’ Ejercicio 1.8. Un tanque co´nico lleno de agua reposa sobre su base que
esta´ a nivel del suelo siendo su eje vertical. El tanque tiene un radio de 5
m y una altura de 10 m. Calcula el trabajo realizado para vaciar el agua
del depo´sito hasta el borde superior, si la densidad del agua es de 104N/m3.
(Solucio´n: 625π104 KN · m).
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3. Fuerza ejercida por un ﬂuido.
Una de las aplicaciones de este apartado es la presio´n que se ejerce sobre
una pared sumergida verticalmente, por ejemplo la fuerza que se ejerce sobre
una presa. La Ley de Pascal es la que rige este principio: si se sumerge un
objeto en un l´ıquido, e´ste experimenta una fuerza del l´ıquido que le rodea.
Si la superﬁcie esta´ sumergida horizontalmente la fuerza es F = P A, siendo
la presio´n P proporcional a la profundidad del objeto en el ﬂuido, es decir,
P = w h, donde w la densidad del l´ıquido y h la profundidad del objeto. Por
tanto, F = w hA, siendo A el a´rea de dicho objeto.
Esta ley es muy utilizada en hidra´ulica y neuma´tica. Fue uno de los prin-
cipios que se utilizo´ para disen˜ar la prensa hidra´ulica.
Pero si la superﬁcie esta´ sumergida verticalmente en el ﬂuido como en la
Figura 1.18, entonces la presio´n ejercida sobre la superﬁcie no es constante,
var´ıa con la profundidad y tenemos que recurrir al concepto de integral para
resolver el problema.
c
d
'yi
h(ci)
L(ci) ci
Figura 1.18: Pared vertical sumergida.
Tomamos una particio´n regular del intervalo [c, d] en n subintervalos.
Consideramos su amplitud lo suﬁcientemente pequen˜a de manera que
Fi = w h(ci)L(ci)∆yi, con ci ∈ [yi−1, yi],
La fuerza total tendra´ un valor aproximado que resulta de la suma de
estas fuerzas
F ≈
n
i=1
w h(ci)L(ci)∆yi.
Tomando l´ımite, si existe, obtenemos:
F = l´ım
n→∞
n
i=1
w h(ci)L(ci)∆yi = w
 d
c
h(y)L(y) dy.
’ Ejemplo 1.20. Calculemos la fuerza que ejerce el agua sobre una pared
vertical que tiene forma de tria´ngulo recta´ngulo cuyos catetos miden 4 m cada
uno, siendo uno de ellos la base del tria´ngulo situada a 4 m de profundidad.
(Densidad del agua: 10000 N/m3).
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1 1 2 3 4 x
1
1
2
3
4
y
Pared vertical triangular.
Solucio´n. Haciendo coincidir el eje X con la base del tria´ngulo (uno de los
catetos) y el eje Y con la altura del tria´ngulo (el otro cateto) y situando el
nivel del agua sobre la recta y = 4, tenemos que h(y) = 4− y y puesto que la
hipotenusa del tria´ngulo forma parte de la recta y = 4−x, despejando tenemos
que L(y) = 4− y. Por tanto:
F = w
 4
0 h(y)L(y) dy = w
 4
0 (4− y)
2 dy
−w

(4− y)3
3
4
0
= −w(
−64
3
) =
64,104
3
N. 
’ Ejemplo 1.21. Un conducto circular de agua de 6 m de dia´metro se en-
cuentra semilleno. Hallemos la fuerza que ejerce el agua sobre la compuerta
que cierra el conducto.
3 2 1 1 2 3 x
3
2
1
1
2
3
y
Pared vertical circular.
Solucio´n. Consideremos la compuerta (circular) que cierra el conducto y to-
memos el origen de coordenadas en el centro de dicho c´ırculo, de este modo
h(y) = −y y L(y) = 2

9− y2. Puesto que so´lo esta´ sumergida la mitad
inferior, se tiene que:
F = w
 0
−3 2

9− y2(−y) dy = w

(9− y)3/2
3/2
0
−3
=
2w
3
27 = 18,104 N. 
’ Ejercicio 1.9. La compuerta vertical de una presa tiene forma de trapecio
iso´sceles de 8 m de base superior y 6 m de base inferior, con una altura de
5 m. ¿Cua´l es la fuerza ejercida por el ﬂuido sobre la compuerta si el borde
superior esta´ 4 m por debajo de la superﬁcie del agua? (Solucio´n: 6703 ω N).
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’ Ejercicio 1.10. Los extremos de una artesa de agua tienen la forma de
regiones parabo´licas limitadas por y = x2 − 4 e y = 0, donde las unidades son
en metros. Suponiendo que la artesa esta´ llena de agua, calcula la fuerza que
ejerce el agua sobre uno de los extremos de la artesa. (Solucio´n: 25615 ω N).
1.2.4. Ejercicios de la seccio´n 1.2
1. Halla el a´rea encerrada de la regio´n del primer cuadrante limitada por
las curvas x2 + y2 = 3, y = 12x, x =
1
2y
2. (Solucio´n: 2π − 4 u.a.).
2. Halla el a´rea encerrada de la regio´n comprendida entre las circunferencias
x2 + y2 = 4 y (x− 2)2 + (y − 2)2 = 4. (Solucio´n: 0.973206 u.a.).
3. Calcula el volumen del cuerpo generado al girar la regio´n limitada por
y = x3, y = 8 y x = 0 alrededor del eje Y . (Solucio´n: 96π5 u.v.).
4. La recta x = 2 divide al c´ırculo (x− 1)2 + y2 ≤ 4 en dos partes.
(a) Calcula el volumen generado al girar alrededor de la recta y = 0 la
parte de mayor a´rea. (Solucio´n: 9π u.v.).
(b) Calcula el volumen generado al girar alrededor de la recta x = 0 la
parte de menor a´rea. (Solucio´n: 8π
2
3 + 2
√
3π u.v.).
5. Calcula la capacidad en m3 de un depo´sito de aceite que tiene la forma
del so´lido de revolucio´n obtenido al girar alrededor de la recta x = 2, la
regio´n acotada por y = x2 y y = 1. (Solucio´n: 16π3 m
3).
6. Sea R la regio´n del plano encerrada entre la para´bola y = −x2 − 2x+ 3
y la recta y = 3. Calcula el volumen del so´lido de revolucio´n generado al
girar dicha regio´n alrededor de la recta x = 2. (Solucio´n: 8π u.v.).
7. (Trabajo realizado para elevar una cadena). Una cadena de 20 m que
pesa 5 kg por m yace en el suelo. ¿Cua´nto trabajo se requiere para
elevar uno de sus extremos hasta 20 m de altura de manera que quede
toda extendida?. (Solucio´n: 100 mkg ).
8. (Trabajo realizado por un gas) Una cantidad de gas con un volumen
inicial de 1 pie cu´bico y una presio´n de 500 libras por pie cu´bico se
expande hasta ocupar un volumen de 2 pies cu´bicos. Calcula el trabajo
realizado por gas al expandirse. (Se supone que la presio´n es inversamente
proporcional al volumen). (Solucio´n: 500 ln 2 pies·libra ).
9. Un depo´sito de retencio´n es una alternativa a la rehabilitacio´n de las
redes de alcantarillado de un municipio por las muchas molestias que se
pueden ocasionar (problemas de tra´ﬁco, molestias a los ciudadanos, etc.).
Supongamos que uno de estos depo´sitos tiene forma de paraboloide de
revolucio´n obtenido al girar la curva y = 2x2+1 (0 ≤ x ≤
√
5) alrededor
del eje Y . Si el depo´sito esta´ lleno, ¿que´ trabajo se requiere para vaciar
su contenido por encima del borde del depo´sito? (Solucio´n: 2503 πω u.t.).
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10. Supongamos que un depo´sito de queroseno de calefaccio´n de una casa
tiene una fuga y hay que vaciar su contenido para repararlo. Calcula
el trabajo que se requiere para vaciarlo bombeando el keroseno hasta
una salida que esta´ 1 m por encima de la parte superior del tanque si
esta´ lleno hasta la mitad. El tanque es cil´ındrico de radio 2 m y altura 4
m. (Densidad del keroseno ω N/m3) (Solucio´n: 32πω N).
11. Calcula el trabajo necesario para vaciar todo el combustible de un tanque
cil´ındrico de 2m de radio y 5m de longitud, si e´ste se encuentra enterrado
horizontalmente a 2 m de la superﬁcie y la altura del surtidor es de 1 m.
(Densidad del combustible ω N/m3). (Solucio´n: 100πω N).
12. Un camio´n transporta combustible en un depo´sito cuya seccio´n transver-
sal tiene forma de semic´ırculo de radio 20 dm. Si el peso del combustible
es de 3 g/dm3 y suponemos que el depo´sito esta´ lleno, calcula la fuerza
total ejercida por el l´ıquido sobre uno de sus extremos. (Solucio´n: 16000
N).
13. Un aljibe (depo´sito que recoge el agua de lluvia) tiene forma triangu-
lar (su seccio´n transversal es un tria´ngulo equila´tero de 8 m de lado y
ve´rtice hacia abajo). Calcula la fuerza que ejerce el agua sobre uno de
los extremos del aljibe cuando esta´ lleno. Consideramos que la densidad
del agua es 104 N/m3. (Solucio´n: 64 104 N).
1.3. INTEGRALES IMPROPIAS
Para deﬁnir la integral deﬁnida, se ha exigido que el integrando fuese una
funcio´n acotada en un intervalo compacto, es decir, un intervalo cerrado y aco-
tado. Si el intervalo sobre el que queremos integrar no es compacto o la funcio´n
no esta´ acotada se ampl´ıa el concepto de integral dando lugar a las integrales
impropias o generalizadas. Veamos algunos ejemplos en los que aparece este
tipo de integrales:
’ Ejemplo 1.22. En un ayuntamiento se propone un plan de recaudacio´n de
impuestos planteado de la forma siguiente. Despue´s de x semanas, se preve´ que
se recauden f(x) = xe3−x miles de euros por mes. ¿Cua´nto sera´ lo recaudado en
los tres primeros meses?. ¿Cua´nto se recaudar´ıa si el tiempo fuese ilimitado?.
’ Ejemplo 1.23. Si un mo´dulo espacial pesa 15 toneladas en la superﬁcie
terrestre, ¿ cua´nto trabajo exige elevarlo a una altura de 800 millas?. ¿ Cua´nto
trabajo es necesario para propulsar este mo´dulo a una distancia inﬁnita de la
Tierra?. No se tendra´ en cuenta la resistencia del aire ni el peso del combustible.
(Radio Tierra ≈ 4000 millas)
Distinguiremos entre:
Integrales impropias de primera especie: aque´llas en las que el intervalo
de integracio´n no esta´ acotado (y por tanto, no es compacto).
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1.
 +∞
0 e
−3xdx.
2.
 0
−∞ 4 cosx dx.
3.
 +∞
−∞
dx
ex + e−x
.
4.
 0
−∞
4x+ 1
x2 − 3x+ 2
Solucio´n.
1.
 +∞
0
e−3xdx = l´ım
t→+∞
 t
0
e−3xdx = l´ım
t→+∞

e−3x
−3
t
0
= l´ım
t→+∞
e−3t
−3
+
1
3
=
1
3
.
Esta integral es convergente.
2.
 0
−∞
4 cosx dx = 4 l´ım
r→−∞
 0
r
cosx dx = 4 l´ım
r→−∞
[ sin x ]0r = −4 l´ımr→−∞
sin r.
Esta integral es oscilante ya que este l´ımite no existe.
3.  +∞
−∞
1
ex + e−x
dx =
 +∞
−∞
1
ex + 1ex
dx =
 +∞
−∞
ex
1 + e2x
dx
=
 0
−∞
ex
1 + e2x
dx+
 +∞
0
ex
1 + e2x
dx
= l´ım
r→−∞
 0
r
ex
1 + e2x
dx+ l´ım
t→+∞
 t
0
ex
1 + e2x
dx
= l´ım
r→−∞
[arctan ex]0r + l´ımt→+∞
[arctan ex]t0
= l´ım
r→−∞
(arctan 1− arctan er)
+ l´ım
t→+∞
(arctan et − arctan 1)
=
π
4
− 0 +
π
2
−
π
4
=
π
2
.
Esta integral es convergente.
4.
 0
−∞
4x+ 1
x2 − 3x+ 2
dx = l´ım
r→−∞
 0
r

−5
x− 1
+
9
x− 2

dx
= l´ım
r→−∞
(−5 ln |x− 1|+ 9 ln |x− 2|)0r
= 9 ln 2 + l´ım
r→−∞
ln
|x− 1|5
|x− 2|9
= 9 ln 2 ln l´ım
r→−∞
|x− 1|5
|x− 2|9
= 9 ln 2 + ln (0) = −∞.
Esta integral es divergente. 
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2.
 1
0
1
(1− x)
2
3
dx
3.
 1
0 ln x dx
4.
 2
1
dx
√
4− x2
Solucio´n.
1. Veamos que esta integral es divergente. En efecto:
 1
0+
1
x
dx = l´ım
t→0+
 1
t
1
x
dx = l´ım
t→0+
[ln x]1t = l´ım
t→0+
(0− ln t) = l´ım
t→0+
(− ln t)
= − l´ım
t→0+
(ln t) = +∞.
2. Veamos que esta integral es convergente. En efecto:
 1
0
1
(1− x)
2
3
dx = l´ım
t→1−
 t
0
(1− x)−
2
3 dx = l´ım
t→1−
[ −3(1− x)1/3 ]t0
= l´ım
t→1−
(−3(1− t)1/3 + 3) = 3.
3. Veamos que esta integral es convergente. En efecto:
 1
0
ln x dx = l´ım
r→0+
 1
r
ln x dx = l´ım
r→0+
[x ln x− x]1r
= l´ım
r→0+
(ln 1− 1− r log r + r) = l´ım
r→0+
(−1− r ln r + r)
= −1 + l´ım
r→0+
r − l´ım
r→0+
r ln r = (aplicando l’Hoˆpital) = −1 + l´ım
r→0+
ln r
1
r
= −1 + l´ım
r→0+
1
r
−1
r2
= −1 + l´ım
r→0+
−r2
r
= −1 + 0 = −1.
4. Veamos que esta integral es convergente. En efecto:
 2−
1
dx
√
4− x2
= (cambio: x = 2 sin t) =
 π
2
π
6
2 cos t
4− 4 sin2 t
dt =
 π
2
π
6
dt =
= [t]
π
2
π
6
=
π
2
−
π
6
=
π
3
.
Observemos que al hacer el cambio de variable la integral deja de ser impropia
y se convierte en una integral deﬁnida sencilla. 
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1.3.3. Integrales de funciones no acotadas en intervalos
compactos
Sea f una funcio´n acotada y continua en un intervalo compacto [a, b] ex-
cepto en algu´n punto c ∈]a, b[ donde
l´ım
x→c
f(x) =∞
entonces la integral impropia
 b
a f es convergente si y so´lo si
 c−
a f y
 b
c+ f
tambie´n son convergentes.
’ Ejemplo 1.26. Calculemos
 4
1
1
(x− 2)2
dx.
x
y
ca b
Figura 1.22: Gra´ﬁca de la funcio´n f(x) =
1
(x− 2)2
.
Solucio´n. En este caso la funcio´n f(x) =
1
(x− 2)2
presenta una discontinuidad
inﬁnita en x = 2 (ver Figura 1.22). Luego se tiene:
 4
1
dx
(x− 2)2
=
 2−
1
dx
(x− 2)2
+
 4
2+
dx
(x− 2)2
= l´ım
t→2−
 t
1
dx
(x− 2)2
+ l´ım
t→2+
 4
t
dx
(x− 2)2
= l´ım
t→2−

−1
x− 2
t
1
+ l´ım
t→2+

−1
x− 2
4
t
= l´ım
t→2−

−1
t− 2

− 1−
1
2
− l´ım
t→2+

−1
t− 2

= +∞.
Esta integral es divergente. 
’ Ejercicio 1.11. Calcula
 3
1
dx
(x− 2)
√
x
. (Solucio´n: divergente).
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1.3.4. Propiedades de las integrales impropias
Las propiedades de las integrales propias se extienden, mediante procesos
de paso al l´ımite, a las integrales impropias.
En adelante, uniﬁcamos la notacio´n de las integrales de primera y segunda
especie: sea [ a, b [ un intervalo no compacto tal que −∞ < a < b  +∞,
escribiremos
→b
a f para denotar conjuntamente los dos tipos de integrales. Si
consideramos el intervalo ] a, b ] siendo −∞  a < b < +∞, las denotamos b
→a f . Por u´ltimo las impropias en ] a, b [ donde −∞ ≤ a < b ≤ +∞ las
escribiremos
→b
→a f .
Enunciamos las propiedades ma´s destacables para el primer caso, siendo
ana´logas las propiedades para los otros dos.
(1) Linealidad. Si f y g son dos funciones reales, integrables en [ a, b [ , entonces
tambie´n es integrable la funcio´n hf + kg para cualesquiera h, k ∈ R y
adema´s:  →b
a
(hf + kg) = h
 →b
a
f + k
 →b
a
g.
(2) Monoton´ıa. Si f y g son integrables en [ a, b [ y si se cumple f(x)  g(x),
∀x ∈ [ a, b [ , entonces:  →b
a
f 
 →b
a
g.
(3) Regla de Barrow. Sea f : [ a, b [ −→ R una funcio´n continua en [ a, b [
y sea G : [ a, b [ −→ R una primitiva de f en [ a, b [ . Si existe el l´ımite
siguiente, entonces:
 →b
a
f = l´ım
t→b
G(t)−G(a) = [G(x)]→ba
(4) Integracio´n por partes. Si u y v son funciones de clase C1 en [ a, b [ y son
convergentes dos de los tres te´rminos siguientes, tambie´n lo es el tercer
te´rmino y se veriﬁca:
 →b
a
u(x)v(x)dx = [u(x)v(x)]→ba −
 →b
a
u(x)v(x)dx.
(5) Cambio de variable. Sea f : [ a, b [ −→ R una funcio´n continua en [ a, b [
y sea ϕ : [ α, β [ −→ R de clase C1([ α, β [ ), siendo −∞ < α < β ≤ +∞.
Si ϕ(α) = a y ϕ(t) → b− cuando t → β− y adema´s ϕ([ α, β [ ) ⊂ [ a, b [ ,
entonces:  →b
a
f(x)dx =
 →β
α
f(ϕ(t))ϕ(t)dt.
Si una de ellas es convergente (divergente), la otra tambie´n.
’ Ejemplo 1.27. Calculemos:
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(a)
 1
0
dx
√
1− x2
.
Solucio´n. Hacemos el cambio x = sin t.
 1
0
dx
√
1− x2
=
 π
2
0
cos t
1− sin2 t
dt =
 π
2
0
dt = [t]
π
2
0 =
π
2
.
Observamos que al realizar este cambio de variable la integral deja de
ser impropia
(b)
 1
0 x
2 ln xdx.
Solucio´n. Aplicamos integracio´n por partes:
u(x) = ln x, v(x) = x2 → u(x) =
1
x
, v(x) =
x3
3
, entonces:
 1
0
x2 ln xdx =

x3
3
ln x
1
→0
−
 1
→0
x3
3
1
x
dx = l´ım
x→0+
x3 ln x
3
−
 1
0
x2
3
dx
= l´ım
x→0+
x3 ln x
3
−

x3
9
1
0
= −
1
9
,
puesto que l´ım
x→0+
x3 ln x
3
= 0. 
’ Ejercicio 1.12. Calcula
 1
0
dx
x(1− x)
=
 1
0
1
x

x
1− x
dx. (Solucio´n: π).
’ Ejemplo 1.28. Estudiemos, segu´n los valores de α, la convergencia de las
integrales impropias siguientes:
(a) I =
 1
0
1
xα
dx.
Solucio´n. Si α = 1, entonces:
I =
 1
0
1
x
dx = [ln x]10+ = 0− l´ım
x→0+
ln x = +∞.
Si α = 1, entonces:
I =
 1
0
1
xα
dx =

x1−α
1− α
1
0+
=
1
1− α
− l´ım
x→0+
x1−α
1− α
=



1
1− α
si α < 1
+∞ si α > 1
Por tanto, es convergente para α < 1 y divergente para α ≥ 1.
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(b) I =
 +∞
1
1
xα
dx.
Solucio´n. Si α = 1, entonces:
I =
 +∞
1
1
x
dx = [ln x]+∞1 = l´ımx→+∞
ln x− ln 1 = +∞.
Si α = 1, entonces:
I =
 +∞
1
1
xα
dx =

x1−α
1− α
+∞
1
= l´ım
x→+∞
x1−α
1− α
−
1
1− α
=



+∞ si α < 1
−1
1− α
si α > 1
Por tanto, es convergente para α > 1 y divergente para α ≤ 1. 
’ Ejercicio 1.13. Estudia, segu´n los valores de α, la convergencia de la
siguiente integral:
 1
0
dx
(1− x)α
. (Solucio´n: convergente para α < 1 y divergente
para α ≥ 1.)
1.3.5. Criterios de convergencia
En el estudio de la convergencia aparecen ciertas integrales impropias como
la integral de Dirichlet
 +∞
0
sinx
x dx, que no tiene primitiva y comprobar la
convergencia a partir de la deﬁnicio´n puede ser bastante complejo; esto motiva
que introduzcamos ciertos criterios de convergencia.
Los criterios que vamos a estudiar simpliﬁcan en la pra´ctica el manejo
de estas integrales y esta´n basados en me´todos de comparacio´n; entre ellos,
destacamos el criterio del mayorante y el el criterio de comparacio´n en el
l´ımite. Antes de enunciarlos tendremos en cuenta algunas consideraciones.
En primer lugar, enunciaremos los criterios para las integrales impropias
de la forma
→b
a f ; ana´logamente, se tienen criterios para las integrales
 b
→a f
y
→b
→a f .
Por otra parte, los criterios que damos se aplican a integrandos positivos,
aunque por la aditividad de la integral bastara´ con exigir que exista x0 > a tal
que f(x)  0, para todo x  x0 (Figura 1.23).
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 x0
a
Figura 1.23: Funcio´n f(x) con parte negativa.
Si se tiene que f(x) ≤ 0, para todo x  x0, entonces, para algu´n x0,
podemos aplicar los criterios vistos a la funcio´n positiva g(x) = −f(x). La
convergencia o divergencia de f sera´ la obtenida para g (Figura 1.24).
a
g(x) = - f(x)
f(x)
Figura 1.24: Gra´ﬁcas de f(x) y de −f(x).
Sean f, g : [ a, b [ −→ R con −∞ < a < b  +∞, y supongamos que existe
un valor x0 > a tal que f(x)  0 y g(x)  0, para todo x  x0. Tenien-
do en cuenta estas consideraciones enunciamos los criterios de convergencia
siguientes:
(I) Criterio del mayorante.
Sean f y g tales que f(x)  g(x), ∀x  x0, entonces:
(i) Si
→b
a g es convergente, entonces
→b
a f es convergente.
(ii) Si
→b
a f es divergente, entonces
→b
a g es divergente.
(II) Criterio de comparacio´n en el l´ımite.
Sea L = l´ım
x→+∞,b−
f(x)
g(x)
, entonces:
(i) Si L ∈ R− {0}, entonces
→b
a f y
→b
a g tienen el mismo cara´cter.
(ii) Si L = 0 y
→b
a g es convergente, entonces
→b
a f es convergente.
(iii) Si L =∞ y
→b
a g es divergente, entonces
→b
a f es divergente.
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Para poner en pra´ctica los criterios de comparacio´n es interesante disponer
de algunas integrales de cara´cter conocido; se suelen tomar funciones de tipo
potencial (ver Ejemplo 1.28b). Para las de primera especie podemos tomar
g(x) =
1
xα
:
 +∞
a
dx
xα
=

C si α > 1
D si α  1
, a > 0.
 b
−∞
dx
xα
=

C si α > 1
D si α  1
, b < 0.
Para las de segunda especie tenemos:
 b−
a
dx
(b− x)α
=

C si α < 1
D si α  1
.
 b
a+
dx
(x− a)α
=

C si α < 1
D si α  1
’ Ejemplo 1.29. Estudiemos la convergencia de las siguientes integrales.
1.
 +∞
1 e
−x2dx.
Solucio´n. En primer lugar comprobamos que el integrando es positivo:
e−x
2
> 0 para x ≥ 1.
Como e−x
2
≤ e−x para x ≥ 1 y la integral
 +∞
1
e−xdx = [−e−x]+∞1 = l´ımx→+∞
(−e−x) + e−1 =
1
e
es convergente, entonces por el criterio del mayorante tenemos que la
integral
 +∞
1 e
−x2dx tambie´n es convergente.
2.
 +∞
1
2 + x3
1 + x6
dx.
Solucio´n. El integrando es positivo ∀x. Aplicamos el criterio de com-
paracio´n en el l´ımite.
Puesto que
l´ım
x→+∞
2+x3
1+x6
1
x3
= l´ım
x→+∞
(2 + x3)x3
1 + x6
= 1,
la integral dada tiene el mismo cara´cter que la integral
 +∞
1
1
x3
dx que
sabemos que es convergente.
3.
 1
0
3 sin2 x+ 5 cos2 x
x(1− x)
dx.
Solucio´n. El integrando es positivo ∀x y sabemos (mediante integracio´n
directa) que
→1
→0
1
x(1− x)
dx es convergente. Acotemos el integrando:
0 <
3 sin2 x+ 5 cos2 x
x(1− x)
<
8
x(1− x)
, ∀x
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en particular para 0 < x < 1. Puesto que la integral
→1
→0
8
x(1− x)
dx
es convergente, tambie´n lo es la integral dada. 
’ Ejercicio 1.14. Estudia la convergencia de las siguientes integrales.
(a)
 +∞
2
dx
x2 + 1 + ln2 x
.
(b)
 +∞
1
3x3 + 4x2 + 4
3
√
8x10 + 7
dx.
(c)
 3
1
1
√
x4 − 1
dx.
(d)
 3
2
dx
(3− x)(x− 2)
dx.
(Solucio´n: (a)convergente, (b)divergente,(c) convergente, (d) convergente).
1.3.6. Convergencia absoluta
Si el integrando no tiene signo constante se intenta reducir e´ste al caso
ya conocido de integrando positivo y para ello se introduce el concepto de
convergencia absoluta. Se analiza la convergencia de |f(x)| y a partir de ella
se obtiene informacio´n de la integral dada.
 Deﬁnicio´n 1.13. Sea f : [ a, b [ −→ R, −∞ < a < b  +∞, integrable en
[a, b[ (esto implica que |f | tambie´n es integrable en dicho intervalo). Decimos
que la integral impropia
→b
a f es absolutamente convergente (absolutamente
divergente) si
→b
a |f | es convergente (divergente).
Una deﬁnicio´n ana´loga se tiene cuando f esta´ deﬁnida en ] a, b ] siendo
−∞  a < b < +∞.
El teorema siguiente nos dice que toda integral impropia absolutamente
convergente es convergente. El rec´ıproco es, en general, falso.
 Teorema 1.5. Si
→b
a f es absolutamente convergente, entonces
→b
a f es
convergente, y adema´s se veriﬁca:

 →b
a
f(x)dx
 
 →b
a
|f(x)| dx.
’ Ejemplo 1.30. Estudiemos el cara´cter de la integral
 1
−1
sin x
√
1− x
dx.
Solucio´n. Estudiemos la integral
 1
−1

sin x
√
1− x
 dx cuyo integrando es positivo.
Como 
sin x
√
1− x
 ≤
1
(1− x)1/2
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y sabemos que
 1
−1
1
(1− x)1/2
dx es convergente, por el criterio del mayorante
sabemos que
 1
−1

sin x
√
1− x
 dx es convergente, por tanto, la integral dada es
absolutamente convergente y, por el teorema anterior se tiene que dicha integral
es convergente.
Observemos que este ejemplo se podr´ıa resolver tambie´n descomponiendo
la integral como suma de dos integrales, ya que el integrando es positivo para
0 ≤ x < 1. 
’ Ejercicio 1.15. Estudia el cara´cter de las siguientes integrales:
(a)
 +∞
2
cos3 x
x2
dx.
(b)
 +∞
1
cos3 x− sin x
2− sin x2 + ex
dx.
(Solucio´n: (a) convergente (b) convergente).
1.3.7. Ejercicios de la seccio´n 1.3
1. Estudia el cara´cter de las siguientes integrales.
(a)
 +∞
1 e
−3x2 dx.
(b)
 4
1
dx
3

(4− x)(x− 1)
.
(c)
 +∞
2
dx
log x
.
(d)
 +∞
π
2 + cosx
x
dx.
(e)
 1
−1
sin x
√
1− x
dx.
(f)
 +∞
3
dx
4
√
x4 − 81
dx.
(g)
 0
−∞
x2 + 1
x4 + 1
dx.
(h)
 +∞
1
5 sin 3x
2x2 + 5x+ 3
dx.
(Soluciones: (a) convergente, (b) convergente, (c) divergente, (d) diver-
gente, (e) convergente, (f) convergente, (g) convergente, (h) convergente).
2. Calcula el a´rea de la regio´n comprendida entre las gra´ﬁcas de las fun-
ciones f(x) = ex, g(x) = e−x y el eje de abcisas. (Solucio´n: 2 u.a.).
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3. En un ayuntamiento se propone un plan de recaudacio´n de impuestos
planteado de la forma siguiente. Despue´s de x meses, se preve´ que se
recauden f(x) = xe3−x miles de euros por mes. ¿Cua´nto sera´ lo recaudado
en los tres primeros meses?. ¿Cua´nto se recaudar´ıa si el tiempo fuese
ilimitado?. (Solucio´n: −4 + e3; e3).
4. Halla el a´rea de la regio´n comprendida entre la gra´ﬁca de f(x) =
ln x
x2
y
el eje de abcisas, en el intervalo [1,+∞[. (Solucio´n: 1 u.a.).
5. Si un mo´dulo espacial pesa 15 toneladas (T ) en la superﬁcie terrestre,
¿ cua´nto trabajo exige elevarlo a una altura de 800 millas?. ¿ Cua´nto
trabajo es necesario para propulsar este mo´dulo a una distancia inﬁnita
de la Tierra?. No se tendra´ en cuenta la resistencia del aire ni el peso del
combustible. (Radio Tierra ≈ 4000 millas) (Solucio´n: (a) 10000 T -milla;
(b) 60000 T -milla).
6. Calcula el a´rea de la regio´n encerrada por la gra´ﬁca de f(x) =
1
( 3
√
x+ 1)
y el eje de abcisas, en R. (Solucio´n: divergente).
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TEMA 2
INTEGRACIO´N MU´LTIPLE
INTRODUCCIO´N
En este tema estudiaremos la integracio´n de una funcio´n de varias variables
sobre un conjunto D de Rn. En particular, nos vamos a centrar en las integrales
dobles y triples por sus aplicaciones en campos como la f´ısica o la ingenier´ıa.
El concepto de integral para varias variables se construye ana´logamente al
concepto de integral en una variable a partir de las sumas de Riemann, tal y
como hemos visto en el tema anterior.
Los objetivos de este tema son:
Generalizar el concepto de integral de Riemann de funciones de una
variable a varias variables.
Aplicando este concepto, deducir fo´rmulas para resolver determinados
problemas como ca´lculo de a´reas, volu´menes o aplicaciones f´ısicas as´ı co-
mo saber aplicarlas.
2.1. LA INTEGRAL DOBLE
La integracio´n de funciones de varias variables o integracio´n mu´ltiple, tiene
una motivacio´n similar a la que ten´ıa la integracio´n en una variable; en este
caso se trata de la determinacio´n del volumen de un so´lido en el espacio.
Si en las integrales simples, la integracio´n ten´ıa lugar sobre un intervalo,
en el caso de ma´s de una variable, el conjunto sobre el que se integra es, en
general, ma´s complejo. Por ello, comenzaremos estudiando la integracio´n sobre
intervalos compactos donde podra´ seguirse el estudio visto para el caso de una
variable y, posteriormente, pasaremos a conjuntos ma´s generales.
Deﬁnimos la integral doble mediante sumas de Riemann, siguiendo un pro-
ceso ana´logo al realizado para deﬁnir la integral
 b
a f(x)dx apoya´ndonos en la
interpretacio´n geome´trica de volumen bajo la gra´ﬁca de una funcio´n positiva.
Es decir, queremos calcular el volumen del so´lido delimitado por:
La superﬁcie z = f(x, y) por arriba, el plano XY por abajo y los cuatro
planos: x = a, x = b, y = c, y = d por los lados (ver Figura 2.1).
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La particio´n P divide a R en n × n recta´ngulos cuyos interiores no se
intersectan.
a b
c
d
xi1 xi
yj1
yj
Rij
Figura 2.3: Particio´n de un intervalo R.
Sea Rij el subintervalo [xi−1, xi] × [yj−1, yj] y sea cij un punto intermedio
cualquiera de Rij.
Formamos la suma de Riemann de f relativa a P
σn =
n
i,j=1
f(cij)∆x∆y =
n
i,j=1
f(cij)∆A
donde ∆A = ∆x∆y. Entonces,
 Deﬁnicio´n 2.1. Una funcio´n f es integrable sobre el recta´ngulo R si
existe el siguiente l´ımite, siendo dicho l´ımite la integral doble de f en R,

R
f =

R
f(x, y) dx dy = l´ım
n→∞
n
i,j=1
f(cij)∆x∆y.
Como ya hemos mencionado antes la integral doble tiene una interpretacio´n
geome´trica ba´sica como volumen de un so´lido. Si una funcio´n f es continua y
no negativa en el recta´ngulo R, es decir, la ecuacio´n z = f(x, y) representa una
superﬁcie que esta´ por encima de R, el producto del a´rea de cada subintervalo,
dada por ∆x∆y, por el valor f(cij) es igual al volumen de un paralelep´ıpedo
cuya base es dicho recta´ngulo y cuya altura es f(cij)(ver Figura 2.4).
cij
f(cij)
Figura 2.4: Prisma de base Rijy altura f(cij).
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Por tanto, la suma de los volu´menes de todos estos paralelep´ıpedos es una
aproximacio´n al volumen bajo la superﬁcie z = f(x, y) sobre el recta´ngulo R,
es decir:
volumen ≈
n
i,j=1
f(cij)∆x∆y.
Cuando n tiende a inﬁnito, y por tanto ∆A tiende a 0 se tiene el volumen
buscado; en este caso, el volumen coincide con la integral doble,
volumen de V = l´ım
n→∞
n
i,j=1
f(cij)∆x∆y =

R
f.
A partir de esta deﬁnicio´n pueden probarse las siguientes propiedades, que nos
proporcionan un amplio conjunto de funciones integrables.
 Propiedad 2.1. Toda funcio´n continua deﬁnida sobre un recta´ngulo es
integrable.
Aun cuando una funcio´n sea discontinua, podemos concluir su integrabili-
dad en R si el conjunto de sus discontinuidades no es ”demasiado grande” (ver
Figura 2.5).
R
discontinuidades
R
discontinuidades
Figura 2.5: Funciones discontinuas.
 Propiedad 2.2. Sea f : R → R una funcio´n deﬁnida y acotada en el
recta´ngulo R. Si el conjunto de discontinuidades de f en R constituye la gra´ﬁca
de una funcio´n continua, o unio´n ﬁnita de gra´ﬁcas de funciones continuas,
entonces f es integrable en R.
2.1.2. Propiedades de las integrales dobles
Las propiedades fundamentales de las integrales dobles son, esencialmente,
las mismas que para la integral en una variable. Si f y g son funciones inte-
grables en el recta´ngulo R ⊂ R2, se veriﬁcan las propiedades siguientes:
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(1) Linealidad. f + g y cf son integrables en R, ∀c ∈ R y adema´s

R
(f + g) =

R
f +

R
g,

R
cf = c

R
f.
(2) Monoton´ıa. Si f(x, y) ≤ g(x, y), ∀(x, y) ∈ R, entonces

R
f ≤

R
g.
(3) Aditividad. Si Ri, i = 1, ...,m son recta´ngulos disjuntos con R = R1 ∪
...∪Rm recta´ngulo y f es integrable en cada Ri, entonces f es integrable
en R y adema´s 
R
f =
m
i=1

Ri
f.
(4) Integrabilidad del mo´dulo. La funcio´n |f | tambie´n es integrable y adema´s


R
f
 ≤

R
|f | .
2.1.3. Ca´lculo de integrales dobles
Geome´tricamente, podemos intuir el ca´lculo de integrales dobles sobre
recta´ngulos utilizando el principio de Cavalieri. Dado un cuerpo so´lido, si A(x)
denota el a´rea de su seccio´n transversal medida a una distancia x del plano de
referencia, entonces el volumen de dicho so´lido esta´ dado por
 b
a A(x)dx, donde
a y b son las distancias mı´nima y ma´xima a partir del plano de referencia.
Consideremos la regio´n so´lida bajo la gra´ﬁca z = f(x, y) deﬁnida en el
recta´ngulo R = [a, b] × [c, d], donde f es continua y no negativa. La seccio´n
transversal determinada por un plano cortante x = x0 es la regio´n plana bajo
la gra´ﬁca de z = f(x0,y) desde y = c hasta y = d; por tanto, su a´rea es
A(x0) =
 d
c f(x0, y)dy (ver Figura 2.6).
2
0
2
2
0
2
4
6
X0
Y0
2
2
2
4
6
2 0 2
y
2
4
6
z  f 0,y
Figura 2.6: Seccio´n deﬁnida por el plano cortante x = x0.
El volumen V =
 
R f(x, y)dA de la regio´n es
V =
 b
a
A(x)dx =
 b
a
 d
c
f(x, y)dy

dx.
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Esta integral se conoce como integral iterada pues se obtiene integrando
respecto a y y luego respecto a x.
Invirtiendo los papeles de x y de y (ver Figura 2.7), obtenemos

R
f(x, y)dA =
 d
c
 b
a
f(x, y)dx

dy
2
0
2
2
0
2
4
6
X0
Y0
2
2
2
4
6
2 0 2
x
2
4
6
z  f x,0
Figura 2.7: Seccio´n deﬁnida por el plano cortante y = y0.
El teorema de Fubini demuestra que podemos calcular la integral doble
mediante integrales reiteradas.
 Teorema 2.1 (Teorema de Fubini). Si f es una funcio´n continua deﬁnida
en un recta´ngulo R = [a, b]× [c, d]. Entonces:

R
f(x, y)dA =
 b
a
 d
c
f(x, y)dydx =
 d
c
 b
a
f(x, y)dxdy.
Este teorema se puede generalizar al caso en que f no sea necesariamente
continua, pero el conjunto de sus discontinuidades dan lugar a una unio´n ﬁnita
de gra´ﬁcas de funciones continuas.
En el ca´lculo de integrales dobles sobre recta´ngulos, cuando realicemos una
iterada respecto de una de las variables, consideraremos que la otra variable
esta´ ﬁja, es decir, se comporta como una constante.
’ Ejemplo 2.1. Calculemos
 2
−1
 3
0 (3xy
3 − 2x2y) dx dy.
Solucio´n. Integramos en primer lugar respecto de x en el intervalo [0, 3]:
 3
0
�
3xy3 − 2x2y

dx =

3x2
2
y3 − 2
x3
3
y
x=3
x=0
=
27
2
y3 − 18y
y el resultado lo integramos respecto de y en el intervalo [−2, 1]:
 2
−1
 3
0
�
3xy3 − 2x2y

dx dy =
 2
−1

27
2
y3 − 18y

dy =

27y4
8
− 9y2
2
−1
= (54− 36)−

27
8
− 9

=
189
8
. 
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2.1.4. La integral doble sobre regiones ma´s generales
Nuestro pro´ximo objetivo es calcular integrales dobles sobre regiones de
integracio´n ma´s generales. Trabajaremos con tres tipos especiales de regiones
que llamaremos regiones simples o elementales del plano y que deﬁnimos a
continuacio´n.
 Deﬁnicio´n 2.2. Una regio´n D del plano es de tipo 1 si se puede expresar
del siguiente modo:
D = {(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, φ1(x) ≤ y ≤ φ2(x)},
donde φ1 y φ2 son funciones continuas deﬁnidas en el intervalo [a, b] cumpliendo
que φ1(x) ≤ φ2(x) ∀x ∈ [a, b] (ver Figura 2.8).
ba
y=Ix
y=Ix
D
Figura 2.8: Regio´n de tipo 1.
 Deﬁnicio´n 2.3. Una regio´n D es una regio´n de tipo 2 si se puede expresar
de la forma:
D = {(x, y) ∈ R2 : ψ1(y) ≤ x ≤ ψ2(y), c ≤ y ≤ d},
donde ψ1 y ψ2 son funciones continuas deﬁnidas en el intervalo [c, d] cumpliendo
que ψ1(y) ≤ ψ2(y) ∀y ∈ [c, d] (ver Figura 2.9).
x=\y
d
c
x=\y
D
Figura 2.9: Regio´n de tipo 2.
 Deﬁnicio´n 2.4. Una regio´n D es de tipo 3 si se puede descomponer,
mediante un nu´mero ﬁnito de cortes verticales u horizontales, en regiones de
tipo 1 y 2.
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’ Ejemplo 2.4. Veamos que la regio´n D comprendida entre las para´bolas
y = 4− x2 e y = x2 − 4 es una regio´n de tipo 1.
3 2 1 1 2 3
4
2
2
4
Regio´n comprendida entre las para´bolas.
Solucio´n. En efecto, al dibujar la regio´n observamos que, si φ1(x) = x2 − 4 y
φ2(x) = 4− x2, podemos escribir esta regio´n de la forma:
D = {(x, y) ∈ R2 : −2 ≤ x ≤ 2, φ1(x) ≤ y ≤ φ2(x)}
= {(x, y) ∈ R2 : −2 ≤ x ≤ 2, x2 − 4 ≤ y ≤ 4− x2}. 
’ Ejemplo 2.5. Veamos que la regio´n T limitada por el trapecio de ve´rtices
A = (1, 1), B = (4, 1), C = (2, 4) y D = (3, 4) es una regio´n de tipo 2.
0 1 2 3 4 5
1
2
3
4
5
Regio´n limitada por el trapecio.
Solucio´n. Calculando las ecuaciones de las rectas que deﬁnen el trapecio,
podemos escribir T de la forma:
T = {(x, y) ∈ R2 : φ1(y) ≤ x ≤ φ2(y), 1 ≤ y ≤ 4}
= {(x, y) ∈ R2 :
y + 2
3
≤ x ≤
13− y
3
, 1 ≤ y ≤ 4}. 
’ Ejemplo 2.6. Veamos que la regio´n S limitada por la circunferencia uni-
taria x2 + y2 = 1 es una regio´n de tipo 1 y tambie´n una regio´n de tipo 2.
Solucio´n. S puede considerarse como regio´n tipo 1 (ver Figura 2.10):
S = {(x, y) ∈ R2 : −1 ≤ x ≤ 1, φ1(x) ≤ y ≤ φ2(x)}
= {(x, y) ∈ R2 : −1 ≤ x ≤ 1, −
√
1− x2 ≤ y ≤
√
1− x2}.
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1.0 0.5 0.5 1.0
1.0
0.5
0.5
1.0
Figura 2.10: Regio´n S como tipo 1.
Pero tambie´n, puede considerarse como regio´n tipo 2 (ver Figura 2.11):
S = {(x, y) ∈ R2 : −1 ≤ y ≤ 1, φ1(y) ≤ x ≤ φ2(y)}
= {(x, y) ∈ R2 : −1 ≤ y ≤ 1, −

1− y2 ≤ x ≤

1− y2}. 
1.0 0.5 0.5 1.0
1.0
0.5
0.5
1.0
Figura 2.11: Regio´n S como tipo 2.
’ Ejemplo 2.7. Veamos que la regio´n R limitada por el paralelogramo de
ve´rtices A = (0, 0), B = (3, 1), C = (4, 4) y D = (1, 3) es una regio´n de tipo 3.
Solucio´n. Esta regio´n no se puede expresar como una regio´n de tipo 1 o de
tipo 2. Pero s´ı podemos verla como unio´n de varias regiones de tipo 1 o´ 2.
Por ejemplo, podemos dividirla en tres regiones de tipo 1 mediante las rectas
verticales x = 1 y x = 3 (ver Figura 2.12).
0 1 2 3 4 5
1
2
3
4
5
R1
R2
R3
Figura 2.12: Regio´n de tipo 3.
De este modo R = R1 ∪R2 ∪R3 donde:
R1 = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1,
x
3
≤ y ≤ 3x}
R2 = {(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x ≤ 3,
x
3
≤ y ≤
x+ 8
3
}
R3 = {(x, y) ∈ R2 : 3 ≤ x ≤ 4, 3x− 8 ≤ y ≤
x+ 8
3
}. 
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 Nota 2.1. Damos una deﬁnicio´n informal e intuitiva de tres conceptos
matema´ticos que aparecera´n en este tema y en el siguiente.
Si x ∈ R2,R3 es un punto interior a un conjunto D, no solamente esta´ en
D sino que adema´s hay una pequen˜a zona alrededor de x que permanece
en D, es decir, todos los puntos suﬁcientemente cercanos a x esta´n en D.
Al conjunto de todos los puntos interiores de D se le llama interior de
D y se denota por IntD.
Si x ∈ R2,R3 es un punto exterior a un conjunto D, no solamente
esta´ fuera de D sino que adema´s hay una pequen˜a zona alrededor de
x que permanece fuera de D, es decir, todos los puntos suﬁcientemente
cercanos a x esta´n fuera de D. Al conjunto de todos los puntos exteriores
de D se le llama exterior de D y se denota por ExtD.
Si x ∈ R2,R3 es un punto frontera de un conjunto D, si hay algunos
puntos suﬁcientemente cercanos a x que esta´n fuera de D y otros que
esta´n dentro. Al conjunto de todos los puntos frontera de D se le llama
frontera de D y se denota por ∂D o FrD.
A continuacio´n vamos a extender la deﬁnicio´n de integral doble, de modo
que podamos integrar sobre las regiones elementales estudiadas anteriormente.
 Deﬁnicio´n 2.5. Sea f : D → R una funcio´n continua con D regio´n
elemental del plano y sea R un recta´ngulo que contiene a D. Extendemos f a
una funcio´n f ∗ deﬁnida en R por:
f ∗(x, y) =

f(x, y) si (x, y) ∈ D
0 si (x, y) /∈ D y (x, y) ∈ R
(ver Figura 2.13).
z = f(x,y)
R
z = f*(x,y) 
D
D
Figura 2.13: Deﬁnicio´n de la funcio´n f ∗ en R.
La funcio´n f ∗ esta´ acotada (pues f lo esta´) y es continua excepto quiza´s
en la frontera de la regio´n D, pero la frontera de D esta´ formado por gra´ﬁcas
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de funciones continuas, por tanto, f ∗ es integrable en R y podemos deﬁnir la
integral doble de f sobre D como:

D
f(x, y)dA =

R
f ∗(x, y)dA.
Si f(x, y) ≥ 0 en D, podemos interpretar
 
D f(x, y)dA como el volumen
de la regio´n de R3 entre la gra´ﬁca de f y D. Como veremos al calcular estas
integrales, el valor de la integral no depende del recta´ngulo R escogido.
Si R = [a, b]× [c, d] es un recta´ngulo que contiene a D:

D
f =

R
f ∗ =
 b
a
 d
c
f ∗(x, y) dy dx =
 d
c
 b
a
f ∗(x, y) dx dy.
Supongamos que D es una regio´n de tipo 1, determinada por las funciones
φ1 : [a, b]→ R y φ2 : [a, b]→ R. Consideremos la integral iterada
 b
a
 d
c
f ∗(x, y)dydx
y consideremos
 d
c f
∗(x, y)dy para una x ﬁja.
Ix
Ix
 c 
 d 
f *= 0
f *= fD
Figura 2.14: Dominio de la funcio´n f ∗en R.
Como por deﬁnicio´n f ∗(x, y) = 0 si y < φ1(x) o y > φ2(x) (ver Figura
2.14), obtenemos:
 d
c
f ∗ dy =
 φ1(x)
c
f ∗
0
dy +
 φ2(x)
φ1(x)
f ∗
f
dy +
 d
φ2(x)
f ∗
0
dy =
 φ2(x)
φ1(x)
f dy
Se obtiene, por tanto, el siguiente resultado:
 Teorema 2.2. Sea f una funcio´n continua y sea D una regio´n de tipo 1
determinada por las funciones φ1 y φ2, entonces:
 
D
f(x, y)dA =
 b
a
 φ2(x)
φ1(x)
f(x, y) dy dx.
Ana´logamente, se obtiene la deﬁnicio´n de integral doble sobre regiones de
tipo 2:
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 Teorema 2.3. Sea D una regio´n de tipo 2 determinada por las funciones
ψ1 y ψ2 y sea f una funcio´n continua en D, entonces:

D
f(x, y) dA =
 d
c
 ψ2(y)
ψ1(y)
f(x, y) dx dy
De estas fo´rmulas se sigue que

D f(x, y) dA es independiente de la eleccio´n
del recta´ngulo R que contiene a D, usado en la deﬁnicio´n.
’ Ejemplo 2.8. Hallemos
 
T (4x
2y − 3x) dA donde T es la regio´n formada
los puntos (x, y) tales que 0 ≤ x ≤ 1, 1 ≤ y ≤ x+ 1.
Solucio´n. Dibujando la regio´n T , podemos observar que es de tipo 1:
y=x+1
1
1
T
Regio´n T .
Por tanto:
 
T
(4x2y − 3x) dA =
 1
0
 x+1
1
(4x2y − 3x) dy

dx =
=
 1
0

2x2y2 − 3xy
y=x+1
y=1
dx =
 1
0
�
2x4 + 4x3 − 3x2

dx =
=

2x5
5
+ x4 − x3
1
0
=
2
5
. 
’ Ejemplo 2.9. Hallemos el volumen del tetraedro que esta´ acotado por los
planos x− y + z = 2, x = 0, y = 0 y z = 0.
Solucio´n. Observamos que el volumen del tetraedro es el volumen bajo la
funcio´n deﬁnida por el plano, es decir f(x, y) = 2 − x + y, sobre la regio´n D
que constituye la base y esta´ deﬁnida por:
D = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 2, x− 2 ≤ y ≤ 0}.
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y
x
z
x-y+z=2
(a) Gra´ﬁca de la fun-
cio´n z = 2− x+ y.
x
y
y = x - 2
 D 
(b) Regio´n D.
Regiones de integracio´n.
D es una regio´n de tipo 1. Por tanto, el volumen viene dado por:
V =
 
D
(2− x+ y)dA =
 2
0
 0
x−2
(2− x+ y) dy

dx
=
 2
0

(2− x) y +
y2
2
0
x−2
dx =
 2
0
(x− 2)2
2
dx =
1
2

(x− 2)3
3
2
0
=
4
3
u.v. 
’ Ejemplo 2.10. Hallemos

Ω(xy−y
3) dx dy, siendo Ω la regio´n de la ﬁgura:
y = 1 
x = -1
y = x :
Solucio´n. La regio´n Ω es de tipo 2, ya que podemos expresarla como:
Ω = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ 1, −1 ≤ x ≤ y}
por tanto,

Ω
(xy − y3) dx dy =
 1
0
 y
−1
(xy − y3) dx dy =
 1
0

x2y
2
− xy3
y
−1
dy
=
 1
0

−
y3
2
− y4 −
y
2

dy =

−
y4
8
−
y5
5
−
y2
4
1
0
= −
23
40
. 
Si D es de tipo 1 y 2 a la vez, podemos usar cualquiera de las dos fo´rmulas
pudie´ndose intercambiar el orden de integracio´n. El cambio de orden puede ser
de utilidad si se tiene una integral dif´ıcil de calcular.
’ Ejemplo 2.11. Evaluemos
 a
0
 (a2−x2)1/2
0 (a
2 − y2)1/2dydx.
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Solucio´n. En este caso, 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤
√
a2 − x2, por tanto esta integral
equivale a la integral: 
D
√
a2 − x2 dA
donde D es la parte del disco de radio a y centro en (0, 0) situada en el primer
cuadrante. D es una regio´n de tipo 1, pero tambie´n se puede expresar como
regio´n de tipo 2,
D = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ a, 0 ≤ x ≤

a2 − y2}
 



ܽ


ݕ ൌ ඥܽଶ െ ݔଶ
ܽ
Regio´n D.
En este caso, cambiando el orden de integracio´n la integral queda ma´s
sencilla:

D

a2 − y2 dA =
 a
0
 √a2−y2
0

a2 − y2 dx dy =
 a
0

a2 − y2
 √a2−y2
0
dx dy
=
 a
0

a2 − y2

a2 − y2dy =
 a
0
�
a2 − y2

dy =

a2y −
y3
3
a
0
=
2a3
3
. 
’ Ejercicio 2.3. Halla el volumen de la regio´n limitada por la superﬁcie
f(x, y) = e−x
2
y los planos y = 0, y = x, x = 1 y z = 0. (Solucio´n:
e− 1
2e
u.v.).
’ Ejercicio 2.4. Calcula

Ω(
√
x− y2)dxdy siendo Ω la regio´n de la ﬁgura:
0.5 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0.5
1.0
1.5
2.0
yx2
yx
1
4
(Solucio´n:
1
7
).
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Las propiedades de las integrales dobles vistas para recta´ngulos tambie´n son
va´lidas para regiones elementales. En particular, la propiedad de aditividad de
la regio´n de integracio´n nos permite integrar sobre regiones de tipo 3. As´ı,
si una regio´n D esta´ dividida en dos subregiones D1 y D2 (D = D1 ∪ D2),
entonces:  
D
fdA =
 
D1
fdA+
 
D2
fdA.
’ Ejemplo 2.12. Calculemos la integral

D(x + y) dx dy donde D es la
cuarta parte, situada en el primer cuadrante, del anillo circular limitado por
las circunferencias x2 + y2 = 1, x2 + y2 = 4 y los ejes coordenados.
Solucio´n. Esta regio´n es de tipo 3, luego hay que expresarla como unio´n de
regiones de tipo 1 o´ 2.
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0.0
0.5
1.0
1.5
2.0
x2y24
x2y21
Regio´n D.
Mediante la recta vertical x = 1, tenemos que D = D1 ∪D2 con:
D1 = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1,
√
1− x2 ≤ y ≤
√
4− x2},
D2 = {(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤
√
4− x2}.
entonces,

D
(x+ y) dA =

D1
(x+ y) dA+

D2
(x+ y) dA
=
 1
0
 √4−x2
√
1−x2
(x+ y) dy dx+
 2
1
 √4−x2
0
(x+ y) dy dx
=
 1
0

xy +
y2
2
√4−x2
√
1−x2
dx+
 2
1

xy +
y2
2
√4−x2
0
dx
=
 1
0
(x
√
4− x2 − x
√
1− x2 +
3
2
)dx+
 2
1
(x
√
4− x2 +
4− x2
2
)dx
=

−
(4− x2)3/2
3
+
(1− x2)3/2
3
+
3x
2
1
0
+

−
(4− x2)3/2
3
+ 2x−
x3
6
2
1
=
14
3
. 
’ Ejercicio 2.5. Calcula la integral de la funcio´n f(x, y) = x+ y+1 sobre la
regio´n R limitada por las rectas y− x = 1, y− x = −1, y+ x = 1 e y+ x = 2.
(Solucio´n: 52).
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La siguiente propiedad nos permite utilizar la integral doble para el ca´lculo
de a´reas, ya que si se integra la funcio´n f(x, y) = 1 sobre una regio´n elemental
D del plano, se obtiene el a´rea A(D) de dicha regio´n:
 Propiedad 2.3. Sea D una regio´n elemental del plano, entonces se cumple:

D
dA = A(D).
siendo A(D) el a´rea de la regio´n D.
Esta propiedad es fa´cil de comprobar aplicando las fo´rmulas vistas ante-
riormente.
Si D es una regio´n de tipo 1, se tiene:

D
dA =
 b
a
 φ2(x)
φ1(x)
dx dy =
 b
a
(φ2(x)− φ1(x)) dx = A(D).
Si D es una regio´n de tipo 2, se tiene:

D
dA =
 d
c
 ψ2(y)
ψ1(y)
f(x, y) dy dx =
 d
c
(ψ2(y)− ψ1(y)) dy = A(D).
Si D es una regio´n de tipo 3, se aplica la propiedad de aditividad de la
regio´n de integracio´n junto con las fo´rmulas anteriores y se llega al resultado
deseado.
’ Ejemplo 2.13. Usando una integral doble, hallemos el a´rea de la regio´n D
encerrada entre la gra´ﬁca de la funcio´n y = 4− x2 y la recta y = 3.
Solucio´n. Calculamos en primer lugar la interseccio´n de ambas curvas:
4− x2 = 3 −→ x2 − 1 = 0 −→ x = ±1
Por tanto se tiene:
D = {(x, y) ∈ R2 : −1 ≤ x ≤ 1, 3 ≤ y ≤ 4− x2}
2 1 1 2 3
1
2
3
4
5
y4x2
y3
Regio´n D.
El a´rea vendra´ dada por:
A(D) =

D
dx dy =
 1
−1
 4−x2
3
dy dx =
 1
−1
[y]4−x
2
3 dy =
=
 1
−1
�
1− x2

dx =

x−
x3
3
1
−1
=
4
3
. 
Tambie´n se veriﬁca un importante resultado ana´logo al teorema del valor
medio para integrales simples:
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 Teorema 2.4. (Teorema del valor medio para integrales dobles). Sea
f : D ⊂ R2 → R una funcio´n continua y sea D una regio´n elemental. Entonces,
existe un punto (x0, y0) ∈ D tal que

D
f(x, y)dA = f(x0, y0)A(D)
donde A(D) denota el a´rea de D.
A partir de este resultado deﬁnimos el promedio integral
p =
1
A(D)

D
f(x, y)dA.
’ Ejemplo 2.14. La funcio´n densidad de una plancha meta´lica viene dada
por δ(x, y) =

3x2 + 3y2. La plancha tiene forma circular con 6 dm de radio.
Calculemos la densidad promedio de dicha plancha.
Solucio´n. Aplicando el teorema del valor medio, la densidad media vendra´ da-
da por:
δm =
1
A(P )

P
δ(x, y)dA =
1
36π

P
√
3

x2 + y2dx dy
siendo P la regio´n plana dada por:
P :

(x, y) : x2 + y2 ≤ 36

.
El ca´lculo de esta integral tiene ciertas diﬁcultades que pueden simpliﬁcarse
con un cambio de variables que veremos a continuacio´n. 
2.1.5. Integrales dobles en coordenadas polares
Veamos ahora co´mo calcular integrales dobles cuando la regio´n de inte-
gracio´n esta´ expresada en coordenadas polares (r, θ) (ver ape´ndice A). Sea S
la regio´n del plano polar S = [R1, R2]× [α, β] (ver Figura 2.15).
R1
T E
T D
R2
Figura 2.15: Regio´n en coordenadas polares.
Construimos las sumas de Riemann de manera ana´loga al caso de coorde-
nadas cartesianas.
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R1
T E
T D
R2
Sij
Figura 2.16: Subsectores en coordenadas polares.
En primer lugar tomamos una particio´n regular de S en n× n subinter-
valos Sij (ver Figura 2.16).
En este caso ∆Aij representa el a´rea de cada elemento Sij de la particio´n,
pero en el plano polar no son recta´ngulos sino segmentos circulares. El
a´rea de cada segmento Sij es el a´rea del sector de radio ri menos el a´rea
del sector de radio ri−1, por tanto:
∆Aij =
1
2
r2i∆θj −
1
2
r2i−1∆θj =
1
2
(r2i − r
2
i−1)∆θj =
=
1
2
(ri + ri−1)  
ri
(ri − ri−1)  
∆ri
∆θj  ri∆ri∆θj.
Una aproximacio´n del volumen la obtenemos mediante las sumas de Rie-
mann
V 
n
i=1
f (ri, θi) ri ∆ri ∆θi =
n
i=1
f (ri, θi) ∆Ai
donde denotaremos por ∆Ai al te´rmino ri ∆ri ∆θi
El valor exacto volumen lo obtenemos pasando al l´ımite
V = l´ım
n→∞
n
i=1
f (ri, θi) ri ∆ri ∆θi =

R
f(r, θ) r dr dθ =

R
f(r, θ)dA.
donde denotamos dA al te´rmino r dr dθ.
Trabajaremos con regiones ma´s generales distinguiendo dos tipos (ver Figu-
ra 2.17):
1. Las regiones r−simples: son aque´llas para las cuales la variable θ tiene
como l´ımites valores constantes, es decir, θ1 ≤ θ ≤ θ2. Sin embargo, los
l´ımites para el radio r dependen del a´ngulo, es decir, g1(θ) ≤ r ≤ g2(θ).
2. Las regiones θ−simples: son aque´llas para las que el radio tiene l´ımites
constantes R1 ≤ r ≤ R2 y los l´ımites para la variable angular dependen
del radio, h1(r) ≤ θ ≤ h2(r).
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T h2(r) 
T h1(r)
T Dr = g1(T)
T E
r = g2(T)
R1 R2
Figura 2.17: Regio´n r-simple y regio´n θ-simple.
En estos casos, las integrales se calculan tambie´n mediante integracio´n re-
iterada:
1. Si S = {(r, θ) ∈ D : θ1 ≤ θ ≤ θ2, g1(θ) ≤ r ≤ g2(θ)}, donde g1 y g2 son
continuas en [θ1, θ2], entonces:

S
f(r, θ) dA =
 θ2
θ1
 g2(θ)
g1(θ)
f(r, θ) r dr dθ.
2. Si S = {(r, θ) ∈ D : R1 ≤ r ≤ R2, h1(r) ≤ θ ≤ h2(r)}, donde h1 y h2 son
continuas en [r1, r2], entonces:

S
f(r, θ) dA =
 R2
R1
 h2(θ)
h1(θ)
f(r, θ) r dθ dr.
’ Ejemplo 2.15. Calculemos la integral

S sin θ dA donde S es la regio´n del
primer cuadrante situada en el interior de la circunferencia r = 4 cos θ y en el
exterior de la circunferencia r = 2.
Solucio´n. Para hallar los l´ımites de integracio´n angulares, calculamos la in-
terseccio´n de ambas curvas:
4 cos θ = 2, por tanto: cos θ =
1
2
y θ =
π
3
.
Entonces, la regio´n S queda deﬁnida por:
S = {(r, θ) : 0 ≤ θ ≤
π
3
, 2 ≤ r ≤ 4 cos θ}
2 1 1 2 3 4
2
1
1
2
r  2 r4 cos Θ
Regio´n polar S.
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’ Ejercicio 2.6. Sea R la regio´n anular situada entre las circunferencias
x2 + y2 = 1 y x2 + y2 = 5. Calcula la integral

R r sin θdA consideran-
do primero R como regio´n r−simple y, luego, considerando R como regio´n
θ−simple. (Solucio´n: 0).
2.1.6. Cambios de variables en integrales dobles
Nuestro siguiente propo´sito es estudiar y aplicar el teorema del cambio de
variables para poder evaluar integrales mediante cambios a otras coordenadas
de modo que la integral resulte ma´s sencilla de calcular.
Vamos a transformar una integral de la forma

D
f(x, y) dx dy
en otra integral de la forma

D∗
F (u, v) du dv.
Debemos estudiar, por tanto, que´ relacio´n hay entre las regiones D y D∗ y
los integrandos. El cambio de coordenadas viene deﬁnido por dos funciones X
e Y que relacionan las variables x, y con las variables u y v :
x = X(u, v), y = Y (u, v)
y deﬁnen una aplicacio´n T : R2 → R2 que aplica un conjunto D∗ del plano uv
a otro conjunto D del plano xy.
D
xu
T-1
D*
yv
(u,v) (x,y)
T
Cambio de variables.
Despejando de estas ecuaciones, si es posible, u y v obtenemos,
u = U(x, y), v = V (x, y)
que deﬁnen la aplicacio´n inversa de T y que transforma los puntos de D en los
de D∗.
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 Teorema 2.5. (Teorema del cambio de variables).
Sean D y D∗ regiones elementales del plano.
Sea T : D∗ → R2 una transformacio´n de clase C1 que cumple:
D = T (D∗);
T es biyectiva en D∗;
JT =
∂(x, y)
∂(u, v)
= 0 en D∗.
Entonces, para cualquier funcio´n integrable f : D → R se tiene:

D
f(x, y)dxdy =

D∗
f(x(u, v), y(u, v))

∂(x, y)
∂(u, v)
 du dv.
 Nota 2.2.
∂(x, y)
∂(u, v)
representa al jacobiano de T :
∂(X, Y )
∂(u, v)
= det


∂X
∂u
∂X
∂v
∂Y
∂u
∂Y
∂v


.
 Propiedad 2.4. Se veriﬁca que:
∂(x, y)
∂(u, v)
=
1
∂(u, v)
∂(x, y)
.
El teorema sigue siendo va´lido aunque fallen las condiciones de inyectividad
y del jacobiano en algu´n punto de la frontera de D∗.
’ Ejemplo 2.17. Sea P el paralelogramo acotado por las rectas: y = 2x,
y = 2x− 2, y = x, y = x + 1. Evaluemos

P x y dx dy haciendo el cambio de
variables x = u− v, y = 2u− v, es decir, T (u, v) = (u− v, 2u− v).
0.5 1.0 1.5
u
0.5
1.0
1.5
v
P 
(a) Regio´n en el plano uv.
1 1 2 3
x
1
1
2
3
4
y
P
(b) Regio´n en el plano xy.
Regio´n de integracio´n en distintas coordenadas.
B. Campos/C. Chiralt
71
c UJI
7Beatriz Campos / Cristina Chiralt - ISBN:  978-84-694-0641-0 Cálculo integral - UJI
Solucio´n. En este caso

∂(x, y)
∂(u, v)
 = 1 y P
∗ = {(u, v) / 0 ≤ u ≤ 1, −2 ≤ v ≤ 0},
entonces:

P
x y dx dy =

P ∗
(u− v) (2u− v) 1 du dv =
 0
−2
 1
0
(2u2 − 3uv + v2) du dv
=
 0
−2

2u3
3
−
3u2v
2
+ uv2
1
0
dv =
 0
−2

2
3
−
3v
2
+ v2

dv
=

2v
3
−
3v2
4
+
v3
3
0
−2
= 7. 
’ Ejemplo 2.18. Calculemos

D x
2y2dxdy sobre la regio´n D del primer
cuadrante limitada por las hipe´rbolas xy = 1, xy = 2 y las rectas y = x/2 e
y = 3x.
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
u
0.5
1.0
1.5
2.0
v
D 
1 1 2 3
x
1
1
2
3
4
y
D
Regio´n de integracio´n en distintas coordenadas.
Solucio´n. En este caso, consideraremos el cambio de variables deﬁnido por:
u = x y
v =
y
x
que nos transforma la regio´n de integracio´n en la regio´n
D∗ = {(u, v) : 1 ≤ u ≤ 2,
1
2
≤ v ≤ 3}.
Si no queremos despejar x e y en funcio´n de u y v, podemos calcular
∂(x, y)
∂(u, v)
mediante la propiedad vista anteriormente, as´ı:
∂(x, y)
∂(u, v)
=
1
∂(u, v)
∂(x, y)
=
1
det

y x
−
y
x2
1
x
 =
1
2
y
x
=
1
2v
.
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El Jacobiano no se anula en D∗; entonces:

D
x2y2dxdy =

D∗
u2
1
2v
du dv =
 3
1
2
1
2v
 2
1
u2 du dv =
 3
1
2
1
2v

u3
3
2
1
dv
=
7
6
(ln 3− ln
1
2
) =
7
6
ln 6. 
’ Ejercicio 2.7. Calcula

S xydxdy siendo S la regio´n del primer cuadrante
delimitada por las curvas x2 + y2 = 4, x2 + y2 = 9, x2 − y2 = 1 y x2 − y2 = 4.
(Solucio´n:
15
8
).
Cambio a coordenadas polares.
La trasformacio´n de coordenadas cartesianas a coordenadas polares viene
dada por:
x = r cos θ
y = r sin θ
Los sectores circulares en el sistema de coordenadas cartesianas se trans-
forman en recta´ngulos en el sistema de coordenadas polares (ver Figura 2.18).
a
r
T
T1
T2
D*
T
x
y
D
T1
T2
a
Figura 2.18: Regiones en el cambio de variables a polares.
En este caso, el jacobiano de la transformacio´n es
∂(x, y)
∂(u, v)
= det

cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

=
�
r cos2 θ + r sin2 θ

= r
y aplicando el teorema del cambio de variables se obtiene la expresio´n ya
obtenida para la integracio´n en coordenadas polares:

D
f(x, y) dx dy =

D∗
f(r cos θ, r sin θ) r dr dθ.
’ Ejemplo 2.19. Calculemos

D ln(x
2 + y2) dx dy donde D es la regio´n del
primer cuadrante situada entre los arcos de las circunferencias x2 + y2 = 1 y
x2 + y2 = 4 y los ejes coordenados.
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Solucio´n. La curva dada por la elipse corresponde, en estas coordenadas ge-
neralizadas, a r = 1. La regio´n R limitada por la elipse corresponde a la regio´n
[0, 1]× [0, 2π], por tanto:

R

1−
x2
a2
−
y2
b2
dxdy = ab

R∗
r
√
1− r2drdθ = ab
 1
0
r
√
1− r2
 2π
0
dθdr
= 2πab
 1
0
r
√
1− r2dr = −2πab

(1− r2)
3
2
3
1
0
=
2πab
3
. 
’ Ejemplo 2.23. Calculemos

D x y dx dy siendo D la regio´n limitada por
la elipse
x2
2
+
y2
18
= 2.
Solucio´n. La ecuacio´n de la elipse la podemos expresar de la forma:
x2
4
+
y2
36
= 1.
Procediendo de forma ana´loga al ejemplo anterior tenemos que la regio´n
sobre la que integramos es R = [0, 1] × [0, 2π] y teniendo en cuenta que x =
2 r cos θ, y = 6 r cos θ y que 2 × 6 r es el jacobiano de la transformacio´n,
tenemos:

R
x y dx dy =
 1
0
 2π
0
2r cos θ 6r sin θ 2× 6 rdθ dr
= 144
 1
0
 2π
0
r3 cos θ sin θ dθ dr = 144
 1
0
r3

sin2 θ
2
2π
0
dr = 144
 1
0
r3×0 = 0. 
’ Ejercicio 2.10. Comprueba que el jacobiano de la transformacio´n de coor-
denadas cartesianas a polares generalizadas es π a b.
2.1.7. Aplicaciones de la integral doble
1. Volu´menes de cuerpos en el espacio.
Hemos visto que si z = f(x, y) es una funcio´n continua y no negativa, la
integral doble 
D
f(x, y)dxdy
nos da el volumen bajo la superﬁcie de la gra´ﬁca de dicha funcio´n sobre la
regio´n D ⊂ R2.
Si g(x, y) es otra funcio´n tal que g(x, y) ≤ f(x, y) para todo (x, y) ∈ D,
entonces la integral  
D
(f(x, y)− g(x, y))dxdy
B. Campos/C. Chiralt
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2. A´reas de ﬁguras planas.
Integrando la funcio´n z = f(x, y) = 1 sobre la regio´n D del plano xy, la
integral da lugar al volumen del so´lido cuya base es D y cuya altura es 1;
puesto que este volumen es el a´rea de la base por la altura, que es 1, el valor
nume´rico que se obtiene no es ma´s que el a´rea de la regio´n plana D. Es decir,

D
dxdy = a´rea de D.
’ Ejemplo 2.26. Hallemos el a´rea encerrada por la lemniscata de Bernoulli
(x2 + y2)2 = 2a2(x2 − y2).
aa
A´rea encerrada por la lemniscata.
Solucio´n. Consideremos la ecuacio´n de la lemniscata en coordenadas polares:
r = a
√
2 cos 2θ. Teniendo en cuenta la simetr´ıa que presenta esta curva respecto
del eje polar y respecto del eje θ = π2 , calcularemos el a´rea encerrada por esta
curva en el primer cuadrante y multiplicaremos por 4:
A =

D
dx dy = 4
 π
4
0
 a√2 cos 2θ
0
r dr dθ = 4
 π
4
0

r2
2
a√2 cos 2θ
0
dθ
= 4
 π
4
0
a2
2
2 cos 2θ dθ = 4
a2
2
[sin 2θ]
π
4
0 = 2a
2 u.a. 
3. Ca´lculo de masas y centros de masa para el caso de placas
bidimensionales.
Supongamos que la placa ocupa una regio´n D del plano XY, entonces las
coordenadas (x¯, y¯) del centro de masa vienen dadas por:
x¯ =

D x ρ(x, y) dx dy
D ρ(x, y) dx dy
y y¯ =

D y ρ(x, y) dx dy
D ρ(x, y) dx dy
donde
 
D ρ(x, y)dxdy representa la masa total del cuerpo, siendo ρ(x, y) la
densidad de masa en el punto (x, y) si consideramos una placa no homoge´nea.
’ Ejemplo 2.27. Calculemos la masa de una la´mina plana que cubre la
regio´n fuera de la circunferencia r = 3, en coordenadas polares, y dentro de la
circunferencia r = 6 sin θ, siendo la densidad en cada punto ρ(r) =
1
r
.
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halla situado sobre el eje Y.
y¯ =

R y ρ dx dy
R ρ dx dy
=

R y dx dy
R dx dy
=

R y dx dy
A(R)
=
2
πr20

R
y dx dy
=
2
πr20
 π
0
 r0
0
r sin θ r dr dθ =
2
πr2o
 π
0

r3
3
r0
0
sin θ dθ
=
2
πr20
r30
3
 π
0
sin θ dθ =
2r0
3π
[− cos θ]π0 =
2r0
3π
(− cos π + cos 0) =
4r0
3π
.
Por tanto el centro de masa se halla en el punto (0,
4r0
3π
). 
4. Momentos de inercia de ﬁguras planas.
E´ste es un concepto importante en Meca´nica que mide la respuesta de un
cuerpo frente a un giro. En el caso de un cuerpo plano de densidad ρ(x, y)
ocupando una regio´n D, los momentos de inercia respecto al eje X y al eje Y,
respectivamente, son:
Ix =

D
y2 ρ(x, y) dx dy, Iy =

D
x2 ρ(x, y) dx dy.
’ Ejemplo 2.29. Dado un cuerpo homoge´neo de densidad ρ0 y de forma
cuadrada de lado a, calculemos su momento de inercia respecto de un eje que
pasa por uno de sus lados.
Solucio´n. Podemos colocar el cuerpo ocupando la regio´n
D = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ a}
y calcular el momento de inercia respecto del eje X.
Ix =

D
y2 ρ(x, y) dx dy =

D
y2 ρ0 dx dy = ρ0
 a
0
 a
0
y2 dx dy
= ρ0
 a
0

y3
3
a
0
dx = ρ0
a3
3
[x]a0 =
ρ0 a4
3
. 
5. Volu´menes de so´lidos de rotacio´n: el teorema de Pappus-Guldin.
Sea R una regio´n del plano y L una recta en dicho plano que no corta al
interior de R. Si r es la distancia del centroide de R a la recta L, el volumen
del so´lido de revolucio´n generado al girar R en torno a la recta L es:
V = 2π r A,
siendo A el a´rea de R (ver Figura 2.22).
B. Campos/C. Chiralt
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

L 
r
ͼ
centroide
Figura 2.22: Interpretacio´n geome´trica del Teorema de Pappus-Guldin.
’ Ejemplo 2.30. Calculemos el volumen de un toro so´lido.
Solucio´n. Podemos generar un toro so´lido haciendo girar una regio´n circular
R de radio r0, con centro en el punto (d, 0), alrededor del eje Y (ver Figura
2.23).


 
y
x
centroide
d
R
Figura 2.23: Toro so´lido.
El centroide de la regio´n R esta´ a una distancia d (d > r0) del eje de
rotacio´n, por tanto:
V = 2π dA(R) = 2π d πr20 = 2π
2 d r20 u.v. 
2.1.8. Ejercicios de la seccio´n 2.1
1. Calcula las integrales siguientes:
a)
 1
−1
 1
0 (x
4y + y2) dy dx
b)

R |y| cos
πx
4
dx dy siendo R = [0, 2]× [−1, 1].
c)
 1
0
 1
0 ln ((x+ 1)(y + 1))dx dy
(Solucio´n: a) 1315 , b)
4
π , c) ln 16− 2).
2. Calcula la siguiente integral iterada

R
sin y
y − 1
dx dy
siendo R la regio´n del plano limitada por el eje X, la recta y = x + 1 y
la recta x = 0. (Solucio´n: cos 1− 1).
B. Campos/C. Chiralt
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3. Calcula el volumen de la porcio´n del cilindro x2 + y2 = b2 que queda
comprendida entre los planos y + z = a2 y z = 0, con a2 ≥ b > 0.
(Solucio´n: a2b2π u.v.).
4. Calcula

S x y dx dy, siendo S la regio´n del primer cuadrante delimitada
por las curvas x2+y2 = 4, x2+y2 = 9, x2−y2 = 1, x2−y2 = 4. (Solucio´n:
15/8)
5. Calcula

R sin θ dA donde R es la regio´n del primer cuadrante situada
entre circunferencia r = 2 cos θ y la lemniscata r2 = 4 cos 2θ. (Solucio´n:
0.390524).
r 2 cos Θ
r2 4 cos 2 Θ
Circunferencia y lemniscata
6. Calcula la masa de una placa cuya densidad en cada punto viene dada
por la funcio´n δ(x, y) = e−x
2−y2 , la forma de la placa es la regio´n acotada
por el semic´ırculo x =

4− y2 y el eje Y . (Solucio´n: 12(1−
1
e4 )π u.m.).
7. Calcula el a´rea comprendida entre la circunferencia r = 2 sin θ y la car-
diode r = 1 + cos θ. (Solucio´n: 1.18802 u.a.).
r2 sin Θ
r2 4 cos2Θ
Cardiode y circunferencia
8. Calcula el volumen del elipsoide x2+2y2+5z2 = 10. (Solucio´n: 403 π u.v.).
9. Calcula el volumen del so´lido comprendido entre las superﬁcies dadas
por z = 4−

x2 + y2 y z =

x2 + y2. (Solucio´n: 163 π u.v.).
10. Calcula la masa de una la´mina cuya forma esta´ determinada por la regio´n
del primer cuadrante acotada por x2 + y2 = 1, x2 + y2 = 4, y = 1+ x2 y
y = x2 siendo la densidad en cada punto de la la´mina ρ(x, y) = 2x(2y+1).
(Solucio´n: 3 u.m.).
11. Calcula el centro de masas y el momento de inercia con respecto al eje X
de una placa bidimensional acotada por las curvas y2 = x y x = 2y − y2
B. Campos/C. Chiralt
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y si la densidad en cada punto es δ(x, y) = 2y + 1. (Solucio´n: c.m. =
(11/20, 11/20), Ix = 7/30).
12. Calcula el volumen del so´lido de rotacio´n obtenido al girar alrededor del
eje Y el cuadrado de lado a. (Solucio´n: πa3 u.v.).
2.2. LA INTEGRAL TRIPLE
2.2.1. La integral triple como l´ımite de sumas de Rie-
mann
Una vez ampliado el concepto de la integral de Riemann a integrales dobles,
es inmediata la generalizacio´n a 3 o ma´s variables. Para el caso de las integrales
triples, vamos a considerar:
Un paralelep´ıpedo B = [a, b]× [c, d]× [u, v] es un intervalo de R3.
Una funcio´n real f deﬁnida y acotada sobre una regio´n B.
Una particio´n regular P = P1 × P2 × P3 particio´n de B que nos propor-
ciona subintervalos Bijk de B (ver Figura 2.24).
Un punto cualquiera cijk = (xi, yj, zk) del subintervalo Bijk.
B
u
dc
  a 
b
cijk
Bijk
v
Figura 2.24: Particio´n del intervalo B.
Deﬁnimos la integral de una funcio´n f sobre la regio´n B como un l´ımite de
sumas tal como hicimos para una funcio´n de dos variables. Para ello, tomamos
la particio´n P = P1 × P2 × P3 del intervalo B, con Pi dividiendo cada lado de
B en n partes iguales y formamos la suma:
σn =
n
i=1
n
j=1
n
k=1
f(cijk)∆V
donde cijk ∈ Bijk, siendo Bijk el ijk-e´simo paralelep´ıpedo en la particio´n de B
y ∆V es el volumen de Bijk, ∆V = ∆xi∆yj∆zk. Entonces:
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 Deﬁnicio´n 2.6. Sea f : B ⊂ R3 → R una funcio´n acotada en B. Si existe
l´ım
n→∞
σn, para cualquier seleccio´n de cijk, entonces f es integrable en B y a
ese l´ımite se le llama integral triple de f sobre B:

B
fdV =

B
fdV = l´ım
n→∞
n
i,j,k=1
f(xi, yj, zk)∆xi∆yj∆zk.
Como ocurre en el caso de dos variables, las funciones continuas deﬁnidas
en B son integrables, as´ı como las funciones cuyas discontinuidades esta´n for-
madas por unio´n de gra´ﬁcas de funciones continuas (conjuntos de contenido
nulo).
2.2.2. Ca´lculo de integrales triples
Para calcular integrales triples podemos considerar las integrales iteradas y
aplicar el teorema de Fubini, que nos permite hallar la integral triple sobre un
recta´ngulo de R3 de la forma [a, b]× [c, d]× [u, v], mediante integrales iteradas:
 v
u
 d
c
 b
a
f(x, y, z) dx dy dz,
 v
u
 b
a
 d
c
f(x, y, z) dy dx dz, ...
Cambiando los l´ımites de integracio´n podemos calcular hasta 6 combinaciones
de integrales iteradas.
’ Ejemplo 2.31. Calculemos

R(x y + z x+ y z) dV donde
R =

(x, y, z) ∈ R3 : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 3, 0 ≤ z ≤ 2

.
Solucio´n. Calculamos la integral dada mediante integrales iteradas aplicando
el teorema de Fubini:

R
(x y + z x+ y z) dV =
 1
0
 3
0
 2
0
(x y + z x+ y z) dz dy dx.
En primer lugar calculamos la integral respecto de z,
 2
0
(x y + z x+ y z) dz =

x y z + x
z2
2
+ y
z2
2
2
0
= 2x+ 2y + 2x y,
luego
 1
0
 3
0
 2
0
(x y + z x+ y z) dz dy dx =
 1
0
 3
0
(2x+ 2y + 2xy) dy dx.
Calculamos ahora la integral respecto de y, es decir,
 3
0
(2x+ 2y + 2xy) dy =

2x y + y2 + x y2
3
0
= 9 + 15x,
por tanto
 1
0
 3
0
(2x+ 2y + 2xy) dy dx =
 1
0
(9 + 15x)dx =

9x+
15x2
2
1
0
=
33
2
. 
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’ Ejemplo 2.32. Calculemos la siguiente integral triple:

R
x
√
1 + 4z2z y4 dx dy dz,
siendo R = [−1, 2]× [0, 2]× [0, 3].
Solucio´n. Aplicamos el teorema de Fubini:

R
x
√
1 + 4z2z y4 dx dy dz =
 3
0
 2
0
 2
−1
x
√
1 + 4z2z y4 dx dy dz
=
 3
0
√
1 + 4z2z
 2
0
y4
 2
−1
x dx dy dz =
 3
0
z
√
1 + 4z2
 2
0
y4

x2
2
2
−1
dy dz
=
3
2
 3
0
√
1 + 4z2z

y5
5
2
0
dz =
48
5

1
12
(1 + 4z2)
3
2
3
0
= −
4
5
+
148
√
37
5
.
’ Ejercicio 2.12. Plantea otro orden de integracio´n para la integral del ejem-
plo anterior y comprueba que el resultado es el mismo. Explica por que´ obte-
nemos la misma solucio´n para todos los o´rdenes de integracio´n posibles.
De nuevo, consideramos el problema de evaluar integrales sobre conjuntos
acotados ma´s generales W ⊂ R3. E´stos son, en general, subconjuntos de R3
limitados por gra´ﬁcas de funciones de dos variables. Distinguimos regiones de
tipo I, de tipo II y de tipo III segu´n proyectemos en cada uno de los planos
coordenados.
 Deﬁnicio´n 2.7. Una regio´n W ⊂ R3 es de tipo I si esta´ limitada por
”arriba” y por ”debajo” por dos superﬁcies, gra´ﬁcas de funciones continuas φ1
y φ2, cuya proyeccio´n sobre el plano XY es una regio´n D de tipo 1 o´ 2, es
decir, W queda deﬁnida por:
W = {(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ D, φ1(x, y) ≤ z ≤ φ2(x, y)},
donde φ1, φ2 : D ⊂ R2 → R son funciones continuas.
Si ocurre φ1(x, y) = φ2(x, y) entonces (x, y) esta´ en la frontera de D, es
decir, (x, y) ∈ ∂D.
z
W
Ix,y
Ix,y
x
y
D
Regio´n de tipo I.
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 Deﬁnicio´n 2.8. Una regio´n es de tipo II si esta´ limitada ”detra´s” y
”delante” por dos superﬁcies, gra´ﬁcas de funciones continuas υ1 y υ2, cuya
proyeccio´n sobre el plano Y Z es una regio´n D del plano de tipo 1 o´ 2. Este
tipo de regiones esta´n deﬁnidas por:
W = {(x, y, z) ∈ R3 : (y, z) ∈ D, υ1(y, z) ≤ x ≤ υ2(y, z)},
donde υ1 , υ2 : D ⊂ R2 → R son funciones continuas.
Si ocurre que υ1(y, z) = υ2(y, z) entonces (y, z) ∈ ∂D.
Qy,z
W
Qy,z
x
y
z
D
Regio´n de tipo II.
 Deﬁnicio´n 2.9. Una regio´n es de tipo III si esta´ limitada a ”izquierda”
y ”derecha” por dos superﬁcies, gra´ﬁcas de funciones continuas ψ1 y ψ2, cuya
proyeccio´n sobre el plano XZ es una regio´n D del plano de tipo 1 o´ 2. Este
tipo de regiones esta´n deﬁnidas por:
W = {(x, y, z) ∈ R3 : (x, z) ∈ D, ψ1(x, z) ≤ y ≤ ψ2(x, z)},
donde ψ1, ψ2 : D ⊂ R2 → R son funciones continuas.
Si ocurre que ψ1(x, z) = ψ2(x, z) entonces (x, z) ∈ ∂D.
W
\x,z\x,z
x
y
z
D
Regio´n de tipo III.
Veamos co´mo integrar sobre este tipo de regiones.
Consideremos que queremos integrar sobre una regio´n W de tipo I. Como
se deduce de la deﬁnicio´n, este tipo de regiones esta´n acotadas, por tanto
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podemos considerar un intervalo B de R3, es decir, una caja que contenga a
W (ver Figura 2.25) Deﬁnimos en B la funcio´n f ∗ como sigue:
f ∗(x, y, z) =

f(x, y, z) si (x, y, z) ∈ W,
0 si (x, y, z) ∈ B −W.
Si f es continua enW, entonces f ∗ es integrable en B (a lo sumo, el conjunto
de sus discontinuidades es ∂W, que esta´ formado por gra´ﬁcas de funciones
continuas). Por tanto, podemos deﬁnir la integral triple sobre W del siguiente
modo: 
W
f(x, y, z) dx dy dz =

B
f ∗(x, y, z) dx dy dz,
y adema´s esta integral se calcula como:

W
f(x, y, z) dx dy dz =

D
 φ2(x,y)
φ1(x,y)
f(x, y, z) dz

dx dy.
B
W
R
D
Figura 2.25: Dominio de deﬁnicio´n de la funcio´n f ∗en B.
La integral entre corchetes, una vez integrada, es una funcio´n ξ(x, y) que
depende de x y de y. Entonces:

W
f(x, y, z) dx dy dz =

D
ξ(x, y) dx dy,
es decir, se convierte en una integral doble de la funcio´n ξ(x, y) sobre la regio´n
elemental D del plano XY . Observemos que D es la proyeccio´n de W sobre el
plano XY.
Ana´logamente, si la regio´n de integracio´n W es de tipo II, la integral se
calcula del siguiente modo:

W
f(x, y, z) dx dy dz =

D
 υ2(y,z)
υ1(y,z)
f(x, y, z) dx

dy dz,
siendo D en este caso, la proyeccio´n de W sobre el plano Y Z.
Si la regio´n de integracio´nW es de tipo III la integral se calcula del siguiente
modo:

W
f(x, y, z) dx dy dz =

D
 ψ2(x,z)
ψ1(x,z)
f(x, y, z) dy

dx dz,
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donde D2 la consideramos tipo 2 para que resulte ma´s sencillo calcular la
integral,
D2 = { (x, y) ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ x ≤ y }.
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
yx
y1
Regio´n D2.
Luego el volumen de W2 es:

W2
dx dy dz =

D2
 √1−x2
0
dz dx dy =

D2

1− y2dx dy
=
 1
0
 y
0

1− y2 dx dy =
 1
0

1− y2
 y
0
dx dy
=
 1
0

1− y2 [x]y0
y
dy =
1
−2
 1
0
−2y(1− y2)
1
2 dy
=
1
−2

(1− y2)
3
2
3
2
1
0
=
1
−2

0−
1
3
2

=
1
3
.
El resultado total es la suma de los dos,

W
f =

W1
f +

W2
f =
1
3
+
1
3
=
2
3
u. v. 
’ Ejercicio 2.14. Calcula el volumen de la regio´nW limitada por los paraboloides
z = x2+ y2, z = 4x2+4y2, el cilindro y = x2 y el plano y = 3x. (Solucio´n: 947735
u.v.).
2.2.4. Cambio de variables en integrales triples
Dada una integral triple sobre una regio´n W :

W
f(x, y, z) dx dy dz,
nos proponemos realizar un cambio a unas nuevas variables u, v, w, de modo
que tanto el integrando como la nueva regio´n de integracio´n W ∗ en el nuevo
espacio sean ma´s sencillos (ver Figura 2.30).
B. Campos/C. Chiralt
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T
W* Wz
x
y
(x,y,z)
w
(u,v,w)
u
v
Figura 2.30: Cambio de variables en R3.
El cambio de variables viene deﬁnido por una transformacio´n
T : W ∗ ⊂ R3 → R3
de la forma:
T (u, v, w) = (x, y, z) = (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w))
que manda los puntos de coordenadas (u, v, w) de W ∗ a los puntos de coorde-
nadas (x, y, z) de W = T (W ∗).
Como en el caso de las integrales dobles se exige que T ∈ C1 sea biyectiva
y que su jacobiano:
JT =
∂(x, y, z)
∂(u, v, w)
= det


∂x
∂u
∂x
∂v
∂x
∂w
∂y
∂u
∂y
∂v
∂y
∂w
∂z
∂u
∂z
∂v
∂z
∂w


no se anule en W ∗.
Bajo estas condiciones la fo´rmula del cambio de variables en integrales
triples es:

W
f(x, y, z)dx dy dz =
=

W ∗
f(x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) |JT | du dv dw.
Recordemos que podemos aplicar esta fo´rmula aun cuando las condiciones
exigidas no se veriﬁquen sobre la frontera de W ∗.
’ Ejemplo 2.38. Calculemos el volumen de la regio´n W del primer octante
(x > 0, y > 0, z > 0) limitada por los paraboloides z = x2+ y2, z = 2x2+2y2,
por los cilindro xy = 1, xy = 4 y por los planos y = x e y = 5x.
B. Campos/C. Chiralt
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Observamos que el jacobiano no se anula en W ∗. Entonces:

W
dxdydz =
 4
1
 5
1
 2
1
u(1 + v2)
2v2
dwdvdu =
 4
1
 5
1
u(1 + v2)
2v2
dvdu
=
 4
1
u
2
 5
1
(
1
v2
+ 1)dvdu =
 4
1
u
2

−1
v
+ v
5
1
du
=
24
5
 4
1
u
2
du =
12
5

u2
2
4
1
=
12
5
(8−
1
2
) = 18 u.v. 
Los cambios de variables en integrales triples ma´s habituales son los cam-
bios a coordenadas cil´ındricas y a coordenadas esfe´ricas que estudiamos a con-
tinuacio´n.
Coordenadas cil´ındricas
Para un punto P = (x, y, z) de R3, introducimos 3 nuevas coordenadas
(r, θ, z) dadas por:
T
z
r
P(r,Tz
x = r cos θ
y = r sin θ
z = z
es decir, x e y se reemplazan por sus coordenadas polares en el plano XY
y z queda igual. A la terna (r, θ, z) se le llama coordenadas cil´ındricas del
punto P. Para que la aplicacio´n sea biyectiva haremos r ≥ 0, 0 ≤ θ < 2π y
−∞ < z < +∞.
El jacobiano de esta transformacio´n es
JT =
∂(x, y, z)
∂(r, θ, z)
= det


cos θ −r sin θ 0
sin θ r cos θ 0
0 0 1

 = r.
La fo´rmula del cambio de variables a cil´ındricas queda:

W
f(x, y, z) dx dy dz =

W ∗
f(r cos θ, r sin θ, z) r dr dθ dz.
Este cambio sera´ u´til cuando la regio´n de integracio´n conste de porciones
de cilindros o planos y la proyeccio´n D conste de porciones de c´ırculos, coro-
nas...(esto ocurrira´ cuando sean superﬁcies de revolucio´n que tengan al eje Z
como eje de simetr´ıa, como cilindros, paraboloides, conos...).
’ Ejemplo 2.39. Calculemos la integral I =
  
W (1 + (x
2 + y2)2) dx dy dz
siendo W la regio´n limitada por el cono z =

x2 + y2 y el plano z = 2.
B. Campos/C. Chiralt
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3 2 1 1 2 3
3
2
1
1
2
3
Regio´n D.
siendo D en coordenadas polares:
D = { (x, y) ∈ R2/ 2 ≤ r ≤ 3; 0 ≤ θ ≤ 2π }.
Por tanto, el volumen es:
V =

W
dx dy dz =

D
 x2+5
0
dz dxdy =

D
(x2 + 5)dxdy
=
 2π
0
 3
2
(r2 cos2 θ) r dr dθ =
 2π
0

5r2
2
+
1
4
r4 cos2 θ
3
2
dθ
=
 2π
0

25
2
+
65
4
cos2 θ

dθ =

165θ
8
+
65
16
sin 2θ
2π
0
=
165π
4
u.v. 
’ Ejercicio 2.15. Halla, mediante una integral triple el volumen del elipsoide
so´lido dado por 4x2 + 4y2 + z2 ≤ 16. (Solucio´n: 64π3 u.v.).
Coordenadas esfe´ricas
Para un punto P = (x, y, z) de R3, introducimos 3 nuevas coordenadas
(r, θ, φ) dadas por:
P(rTI
T
rI
x = r cos θ sinφ
y = r sin θ sinφ
z = r cosφ
A la terna (r, θ, φ) se le llama coordenadas esfe´ricas del punto P. Para que
la aplicacio´n sea biyectiva, excepto a lo sumo en un conjunto de contenido
nulo, haremos r ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ 2π y 0 ≤ φ ≤ π.
El jacobiano de esta transformacio´n es
JT =
∂(x, y, z)
∂(r, θ, φ)
= det


cos θ sinφ −r sin θ sinφ r cos θ cosφ
sin θ sinφ r cos θ sinφ r sin θ cosφ
cosφ 0 −r sinφ

 = −r2 sinφ.
B. Campos/C. Chiralt
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La fo´rmula del cambio de variables a esfe´ricas queda:

W f(x, y, z)dx dy dz
=

W ∗ f(r cos θ sinφ, r sin θ sinφ, r cosφ)r
2 sinφ dr dθ dφ.
 Nota 2.3. Puesto que 0 ≤ φ ≤ π, se tiene que sinφ ≥ 0.
Esta transformacio´n es recomendable cuando en la regio´n de integracio´n
aparezcan esferas o trozos de ella o cuando en el integrando aparezcan expre-
siones del tipo x2 + y2 + z2, que se transforman en r2.
’ Ejemplo 2.41. Calculemos la integral I =

W

R2 − x2 − y2 − z2 dx dy dz
siendo W la regio´n limitada por la esfera x2 + y2 + z2 = R2.
x
y
z
Esfera de radio R.
Solucio´n. Mediante un cambio a coordenadas esfe´ricas, la nueva regio´n de
integracio´n sera´:
W ∗ = {(r, θ, φ) : 0 ≤ r ≤ R, 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ φ ≤ π}
por tanto,
I =

W

R2 − x2 − y2 − z2 dx dy dz =
 R
0
 2π
0
 π
0
√
R2 − r2 r2 sinφ dφ dθ dr
=
 R
0
r2
√
R2 − r2
 2π
0
[− cosφ]π0 dθ dr = 2
 R
0
r2
√
R2 − r2
 2π
0
dθ dr
= 4π
 R
0
r2
√
R2 − r2 dr = (haciendo el cambior = R sin t)
= 4π
 π
2
0
R4 sin2 t cos2 t dt = πR4
 π
2
0
sin2 2t dt = πR4
 π
2
0
1− cos 4t
2
dt
=
πR4
2

t−
sin 4t
4
π
2
0
=
πR4
2
π
2
=
π2R4
4
. 
’ Ejercicio 2.16. Evalu´a

W exp(x
2 + y2 + z2)3/2 dV donde W es al bola
unitaria de radio unidad en R3. (Solucio´n: 4π3 (e− 1)).
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Sean (x, y, z) las coordenadas del centro de masas. Debido a que el so´lido
es homoge´neo y sime´trico respecto del eje Z, se obtendra´ que x¯ = y¯ = 0.
Calculemos la coordenada z :
z =
1
M

W
z ρ dx dy dz =
1
M
 b
a
 2π
0
 π
2
0
r cosφ ρ r2 sinφ dφ dθ dr
=
1
M
ρ
 b
a
r3
 2π
0

− cos 2φ
4
π
2
0
dθ dr =
1
M
ρ
1
2
 b
a
r3 [θ]2π0 dr
=
3
2πρ(b3 − a3)
ρπ

r4
4
b
a
=
3
2(b3 − a3)
b4 − a4
4
=
3
8
b4 − a4
b3 − a3
. 
’ Ejercicio 2.18. Calcula el centro de masas del cuerpo homoge´neo W limi-
tado por el paraboloide z = x2+y2 y el plano z = 1. (Solucio´n: c.m.: (0, 0,
2
3
)).
’ Ejercicio 2.19. Calcula el centro de masas del cubo unidad [0, 1]× [0, 1]×
[0, 1] suponiendo que la densidad en cada punto (x, y, z) es proporcional al
cuadrado de su distancia al origen. (Solucio´n: c.m.:(
7
12
,
7
12
,
7
12
)).
3. Momentos de inercia.
En el caso de un so´lido de densidad ρ(x, y, z) y ocupando una regio´nW, los
momentos de inercia respecto al eje X, al eje Y y al eje Z, respectivamente,
son:
Ix =

W
(y2 + z2) ρ(x, y, z) dx dy dz,
Iy =

W
(x2 + z2) ρ(x, y, z) dx dy dz,
Iz =

W
(x2 + y2) ρ(x, y, z) dx dy dz
En general, el momento de inercia respecto de una recta L sera´:
IL =

W
d((x, y, z), L)2 ρ(x, y, z) dx dy dz
siendo d((x, y, z), L) la distancia del punto (x, y, z) a la recta L.
Por u´ltimo, el momento de inercia respecto del origen de coordenadas es:
IO =

W
(x2 + y2 + z2) ρ(x, y, z) dx dy dz.
’ Ejemplo 2.46. Hallemos los momentos de inercia respecto de los ejes X e
Y de la regio´n so´lida comprendida entre el hemisferio z =

4− x2 − y2 y el
plano XY, siendo la densidad en (x, y, z) proporcional a la distancia del punto
al plano XY.
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Solucio´n. Tenemos que ρ(x, y, z) = k z. Por simetr´ıa Ix = Iy :
Ix = Iy =

W
(y2 + z2) k z dV = k

D
 √4−x2−y2
0
(y2z + z3)dz dx dy
= k

D

y2z2
2
+
z4
4
√4−x2−y2
0
dx dy
= k

D
(
y2(4− x2 − y2)
2
+
(4− x2 − y2)2
4
)dx dy
=
k
2
 2
0
 2π
0

r2 sin2 θ(4− r2) +
(4− r2)2
2

r dθ dr
=
k
2
 2
0
r3 (4− r2)
 2π
0
sin2 θ dθ dr +
k
4
 2
0
r (4− r2)2
 2π
0
dθ dr
=
k
2
 2
0
r3 (4− r2)

θ
2
−
sin 2θ
4
2π
0
dr +
k
4
2π
 2
0
(16r + r5 − 8r3)dr
=
kπ
2

r4 −
r6
6
2
0
+
kπ
2

8r2 +
r6
6
− 2r4
2
0
=
kπ
2
16 = 8kπ. 
’ Ejercicio 2.20. Calcula el momento de inercia Iz del so´lido situado por
encima del plano XY, acotado por el paraboloide z = x2 + y2 y el cilindro
x2 + y2 = a2, siendo a y la densidad de masa constantes. (Solucio´n:
πa6ρ
3
).
4. Promedios de funciones de tres variables.
El valor promedio fp de una funcio´n f en una regio´n so´lida W de R3 viene
dado por:
fp =

W f(x, y, z) dx dy dz
vol(W )
’ Ejemplo 2.47. Calculemos la temperatura promedio Tm del so´lido limitado
por el paraboloide z = x2 + y2, el cilindro x2 + y2 = a2 y el plano XY, siendo
la temperatura en cada punto igual a su distancia al plano XY.
Solucio´n. La temperatura promedio vendra´ dada por:
Tm =

W T (x, y, z) dx dy dz
vol(W )
donde la temperatura en un punto (x, y, z) es T (x, y, z) = z.
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4. Calcula el volumen de la regio´n so´lida encerrada por las superﬁcies z =
4−

x2 + y2, x2+(y+1)2 = 1 y el plano z = 0. (Solucio´n: 4π− 329 u.v.).
5. Calcula

W x y z dx dy dz siendo W la regio´n dentro de la esfera x
2 +
y2 + z2 = 9, contenida en el primer octante. (Solucio´n: 24316 ).
6. Calcula el volumen del so´lido encerrado por el paraboloide z = 1+x2+y2
y el cono z = 3−

x2 + y2. (Solucio´n: 5π6 u.v.).
7. Calcula el volumen encerrado por la esfera x2 + y2 + z2 = 10 que queda
fuera de la superﬁcie z = 2 + x2 + y2. (Solucio´n: 40
√
10+123
6 π u.v.).
8. Halla el volumen del so´lido que queda fuera de la superﬁcie x2 + y2 +
(z − 3)2 = 9 y dentro del cilindro x2 + y2 = 9, con z ≥ 0. (Solucio´n: 9π
u.v.).
9. Calcula el volumen de la regio´n so´lida comprendida entre el paraboloide
y = x2 + z2 y el plano y = 4. (Solucio´n: 8π u.v.).
10. Calcula, mediante una integral triple, el volumen de la regio´n limitada
inferiormente por el paraboloide z = x2+y2 y superiormente por la esfera
x2 + y2 + z2 = 6. (Solucio´n: 4π
√
6− 223 π u.v.).
11. Calcula la integral triple

W

x2 + y2 + z2 dx dy dz siendo W la regio´n
so´lida comprendida entre las superﬁcies z2 = 3x2+3y2, x2+ y2+ z2 = 9
y x2 + y2 + z2 = 25 cuando z ≥ 0. (Solucio´n: 136(2−
√
3)π).
12. Calcula la masa del so´lido comprendido entre las superﬁcies
z =

2x2 + 2y2 y x2 + (y − 1)2 = 1
y el plano z = 0, siendo la densidad en cada punto del so´lido ρ(x, y, z) =
k. (Solucio´n: 32
√
2
9 k u.m.).
13. Halla el momento de inercia de un cubo homoge´neo de densidad ρ0, de
lado a, respecto de una de sus aristas. (Solucio´n:
2a5ρ0
3
).
14. Sea W la regio´n so´lida limitada por el cubo [−1, 1]× [−1, 1]× [−1, 1]. Si
la temperatura en cada punto de W es proporcional al cuadrado de la
distancia al origen, ¿cua´l es la temperatura promedio? ¿En que´ puntos
de W la temperatura es igual a la temperatura promedio?. (Solucio´n:
k; Los puntos donde la temperatura es igual a la temperatura promedio
sera´n los puntos situados sobre la esfera de radio 1 centrada en el origen).
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TEMA 3
INTEGRACIO´N SOBRE
CURVAS Y SUPERFICIES
INTRODUCCIO´N
Continuando con la generalizacio´n de la integral, nos planteamos ahora
deﬁnir el concepto de integral cuando la regio´n de integracio´n es una curva o
una superﬁcie. Adema´s, con este tipo de integrales podremos integrar tanto
funciones escalares como funciones vectoriales. Por tanto, los objetivos de este
tema son:
Deﬁnir el concepto de integral de una funcio´n escalar para el caso en que
la regio´n de integracio´n sea una curva inmersa en un espacio de dimensio´n
n, aunque nos centraremos en ejemplos con curvas en R2 y R3.
Deﬁnir el concepto de integral de una funcio´n escalar para el caso en que
la regio´n de integracio´n sea una superﬁcie en R3.
Deﬁnir las integrales sobre curvas y superﬁcies en el caso en que el inte-
grando sea un campo vectorial.
Deducir fo´rmulas para resolver problemas de ca´lculo de longitudes de
arco, a´reas de superﬁcies, ca´lculo de trabajos o ca´lculo de ﬂujos, adema´s
de la generalizacio´n de fo´rmulas para el ca´lculo de centros de masa o
momentos de inercia tanto de curvas como de superﬁcies.
Aplicar los teoremas relacionados con este tipo de integrales: teorema de
Green, teorema de Stokes y teorema de la divergencia.
3.1. INTEGRALES DE CAMINO
Como se ha dicho anteriormente, las regiones de integracio´n van a ser curvas
en Rn y los integrandos podra´n ser funciones vectoriales o escalares. En el
caso en que el integrando sea una funcio´n escalar, nos referiremos a este tipo
de integrales como integrales de l´ınea respecto a la longitud de arco, o bien
integrales de camino. En el caso en que el integrando sea una funcio´n vectorial
las llamaremos integrales de l´ınea.
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Entre las distintas motivaciones que dan lugar a este tipo de integrales
se encuentran los problemas relacionados con el ca´lculo del trabajo realizado
por una fuerza para llevar una part´ıcula de un lugar a otro siguiendo una
trayectoria determinada en el espacio o bien los problemas relacionados con el
ca´lculo de la masa total y de los momentos de un cuerpo unidimensional, cuya
forma es una curva en el espacio, conocida su densidad lineal en cada punto.
Veamos a continuacio´n un breve repaso de los conceptos que vamos a uti-
lizar.
3.1.1. Deﬁniciones y ejemplos
Un camino o trayectoria en Rn es una funcio´n σ : [a, b]→ Rn continua,
σ : [a, b] → Rn
t → (σ1(t), σ2(t), ..., σn(t))
t
V
b
y
  a 
x
(a) Camino en R2.

V
b
z
  a y
t
x
(b) Camino en R3.
Caminos en Rn.
Por tanto, un camino es una funcio´n continua que a cada t ∈ [a, b] le asigna
un punto en el espacio Rn. En el caso de dimensio´n 2 o´ 3, podemos imaginar un
objeto movie´ndose en el plano o en el espacio y podemos pensar en la variable
t como el tiempo. Entonces, σ(t) sera´ la posicio´n del objeto, en el plano o en
el espacio, en cada instante t.
Los puntos σ(a) y σ(b) son los extremos del camino; σ(a) es el punto inicial
y σ(b) es el punto ﬁnal.
Al conjunto de ima´genes σ(I) ⊂ Rn se le llama curva o traza del camino σ.
Va
Vb
b  a 
Traza de V
Elementos de una curva.
La funcio´n σ es una parametrizacio´n de la curva y a t le llamaremos
para´metro.
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Diremos que σ es un camino simple si σ es inyectiva en [a, b], es decir, si no
tiene autointersecciones; σ es un camino cerrado si σ(a) = σ(b). Finalmente,
diremos que σ es un camino cerrado simple si σ es inyectiva en [a, b] y σ(a) =
σ(b).
No simple Cerrado y
simple
Cerrado
Distintos tipos de caminos.
’ Ejemplo 3.1. El segmento que tiene por extremos los puntos p y q de R3 es
la curva correspondiente al camino σ : [0, 1]→ R3 donde σ(t) = (1−t) p+t q. 
’ Ejemplo 3.2. Una circunferencia de radio a y centro (0, 0) en el plano se
puede parametrizar mediante el camino:
σ : [0, 2π]→ R2, σ(t) = (a cos t, a sin t).
Por otra parte,
µ : [0, 4π]→ R2, µ(t) = (a cos t, a sin t)
tambie´n es un camino que parametriza la misma curva. Observemos que se
trata de una misma curva, la circunferencia, recorrida de dos veces. 
’ Ejemplo 3.3. (a) El camino σ : R→ R2, σ(t) = (t, t2) tiene asociada una
curva que es la para´bola y = x2, es decir, coincide con la gra´ﬁca de la funcio´n
f(x) = x2.
(b) El camino σ : [0, 1]→ R2, σ(t) = (t, t2) tiene asociado el trozo de para´bola
y = x2, con punto inicial (0, 0) y punto ﬁnal (1, 1).
Las gra´ﬁcas de funciones continuas en el plano, y = f(x), son ejemplos de
curvas y podemos utilizar la parametrizacio´n
σ : R→ R2, σ(t) = (t, f(t)).
’ Ejercicio 3.1. Parametriza la curva que se obtiene como la representacio´n
gra´ﬁca de f(x) = 3x3−
2
x3
+5 donde x ∈ [3, 6]. (Solucio´n: σ(t) =
�
t, 3t3 − 2t3 + 5

,
t ∈ [3, 6]).
Dado un camino σ : [a, b]→ Rn, podemos expresar σ(t) como
σ(t) = (σ1(t), σ2(t), ..., σn(t)),
las funciones σi : [a, b]→ R se llaman funciones coordenadas de σ. Para curvas
en el plano o en el espacio utilizamos la siguiente notacio´n:
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Para curvas en R2: σ(t) = (x(t), y(t)).
Para curvas en R3: σ(t) = (x(t), y(t), z(t)).
Veamos a continuacio´n algunas nociones que aparecera´n a lo largo de este
tema.
Un camino σ es diferenciable si y so´lo si cada una de sus funciones coorde-
nadas es diferenciable (derivable).
Si σ es un camino diferenciable, entonces el vector
σ(t) = (σ1(t), σ

2(t), ..., σ

n(t))
se llama vector velocidad del camino σ en t. Dicho vector es tangente a la curva
en cada punto de σ(t).
V’(t)
Vector tangente a una curva.
Se deﬁne la rapidez con la que se recorre el camino σ(t) como el valor
σ(t) .
Imaginemos σ(t) como la trayectoria de una part´ıcula que se mueve con
rapidez σ(t) . Podemos calcular la longitud de la curva que describe la
part´ıcula, aproximando dicha longitud como suma de pequen˜os recorridos
donde la rapidez no var´ıa; por tanto, cada uno de ellos sera´ el producto de
la rapidez por el tiempo. Aplicando el concepto de integral de una variable,
llegamos a que la longitud de la curva, conocida como longitud de arco, viene
dada por:
l(σ) =
 b
a
σ(t) dt
’ Ejemplo 3.4. Veamos que para la he´lice dada por σ : R → R3, σ(t) =
(cos t, sin t, t) la rapidez es constante y la velocidad no.
2
0
2
2
0
2
0
5
10
15
He´lice.
Solucio´n. El vector velocidad es σ(t) = (− sin t, cos t, 1) y la rapidez en cada
punto es σ(t) =
√
2, es decir, la rapidez es constante y la velocidad no. 
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’ Ejemplo 3.5. Calculemos la longitud del trozo de he´lice deﬁnido por σ :
[0, 2π]→ R3, σ(t) = (cos t, sin t, t).
Solucio´n. La longitud viene dada por:
l(σ) =
 2π
0
σ(t) dt =
 2π
0
√
2dt = 2
√
2π u.l. 
Un camino diferenciable σ : I → Rn es regular si σ(t) = 0, ∀t ∈ I.
En ocasiones aparecen curvas que esta´n formadas por la unio´n de curvas
regulares. Para representarlas trabajaremos con caminos regulares de clase C1
o bien C1 a trozos. Si σ es un camino C1 a trozos formado por los caminos
regulares σ1, σ2, · · · , σn, utilizaremos la notacio´n:
σ = σ1+, σ2 + · · ·+ σn.
 Nota 3.1. Decimos que un camino es C1 a trozos si su derivada existe
y es continua salvo en una cantidad ﬁnita de puntos del intervalo donde
esta´ deﬁnido I.
V
VV
Camino C1 a trozos.
Podemos imaginar que una part´ıcula describe un camino no regular si se
produce alguna “parada” o “retroceso”.
Sea σ : I → Rn un camino en Rn y sea h : J ⊆ R→ R una funcio´n de clase
C1, con h(J) = I, tal que h(s) = 0, ∀s ∈ J, al camino ρ = σ ◦ h : J ⊆ R→ Rn
se le llama reparametrizacio´n de σ.
Podemos pensar en una reparametrizacio´n como un cambio en la rapidez
con que se mueve un punto a lo largo de la trayectoria. Por deﬁnicio´n, h
manda extremos de J a extremos de I, distinguiremos, por tanto, dos tipos de
reparametrizacio´n:
Si h(s) > 0 ∀s ∈ J, la reparametrizacio´n conserva la orientacio´n del
recorrido.
Si h(s) < 0 ∀s ∈ J, la reparametrizacio´n invierte la orientacio´n.
Una reparametrizacio´n de intere´s es la que nos proporciona la trayectoria
opuesta a una dada, esto es, recorrida en sentido inverso. Dado un camino σ(t),
con σ : [a, b]→ Rn, la trayectoria opuesta se consigue mediante la funcio´n
h : [a, b]→ [a, b], h(t) = a+ b− t.
El resultado es un nuevo camino
ρ : [a, b]→ Rn, donde ρ(t) = σ(a+ b− t),
es decir, se cambia la variable t por a+ b− t en las ecuaciones de σ.
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’ Ejemplo 3.6. Dado el camino σ : [0, 2] → R2, σ(t) = (t, t2 + 1), vamos a
obtener una parametrizacio´n que invierta la orientacio´n.
Solucio´n. La traza de este camino se encuentra sobre la para´bola y = x2+1.
El punto inicial de este camino es σ(0) = (0, 1) y el punto ﬁnal es σ(2) = (2, 5).
La parametrizacio´n de la misma curva recorrida en sentido opuesto sera´ ρ :
[0, 2]→ R2, donde
ρ = σ(h(t)) = σ(2− t) = (2− t, (2− t)2 + 1).
Curvas con orientacio´n inversa.
Observamos que la segunda coordenada es el cuadrado de la primera coor-
denada ma´s uno, por tanto estamos sobre la para´bola y que el punto inicial es
ρ(0) = (2, 5) y el ﬁnal es ρ(2) = (0, 1). 
Una curva admite diferentes parametrizaciones ya que diferentes caminos
pueden deﬁnir una misma curva y nos planteamos en que´ casos se trata de
reparametrizaciones de un mismo camino o no. Los siguientes ejemplos nos
sera´n de utilidad para entender esta idea.
’ Ejemplo 3.7. Comprobemos que el camino σ : [0, 1] → R2, σ(t) = (t, t2)
y el camino µ : [0, 1]→ R2, son caminos opuestos.
Solucio´n. El camino σ y el camino µ deﬁnen la misma curva, la porcio´n de
para´bola y = x2 con extremos en (0, 0) y (1, 1); puesto que µ = σ(1 − t) se
tiene que µ es una reparametrizacio´n de σ, de hecho µ es el camino opuesto a
σ.
’ Ejemplo 3.8. Veamos que el camino σ : [−π, π]→ R2, σ(t) = (− sin( t2), cos(
t
2))
y el camino µ : [−π, π]→ R2, µ(t) = (− cos( t
2
π ), sin(
t2
π )), deﬁnen la misma cur-
va pero el camino µ no es una reparametrizacio´n del camino σ.
Solucio´n. El camino σ y el camino µ deﬁnen la semicircunferencia y =√
1− x2. Pero el camino σ recorre la curva una vez en sentido antihorario
desde el punto inicial (1, 0) hasta el punto ﬁnal (−1, 0) mientras que el camino
µ recorre dos veces la curva, en sentido antihorario de ida desde (1, 0) hasta
(−1, 0), all´ı se produce una parada anula´ndose µ, y vuelve desde (−1, 0) hasta
(1, 0) en sentido horario. El camino µ no es una reparametrizacio´n del camino
σ.
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’ Ejemplo 3.9. Veamos que el camino σ : [0, 2π]→ R2, σ(t) = (cos t, sin t) y
el camino µ : [0, 4π]→ R2, µ(t) = (cos t, sin t), deﬁnen la misma curva pero µ
no es una reparametrizacio´n del camino σ.
Solucio´n. El camino σ y el camino µ deﬁnen la circunferencia x2 + y2 = 1.
Pero el camino σ recorre la curva una vez y el camino µ la recorre dos veces.
El camino µ no es una reparametrizacio´n del camino σ.
’ Ejercicio 3.2. Obte´n una reparametrizacio´n de
σ : [−1, 2] −→ R2, σ(t) = (t, t2 + 2)
que invierta la orientacio´n. (Solucio´n: µ(t) = (1− t, t2 − 2t+ 3), −1 ≤ t ≤ 2).
Se llama campo vectorial a una funcio´n
F : U ⊆ Rn −→ Rn
x = (x1, ..., xn) −→ F (x) = (F1(x), ..., F1(x))
que a cada vector x = (x1, ..., xn) ∈ U le asocia un vector F (x) ∈ Rn, de
modo que podemos expresar su imagen como F (x) = (F1(x), ..., F1(x)). Las
funciones Fi : U ⊆ Rn → R son las funciones coordenadas de F .
R3
F ( X )
X
Representacio´n de un campo vectorial en R3
Representaremos los campos vectoriales mediante ﬂechas correspondientes
a cada vector F (x) con punto inicial en x. Este tipo de visualizacio´n es muy
u´til para representar campos de velocidades, campos de fuerzas, campos elec-
trosta´ticos y otros. Por ejemplo, un ﬂuido movie´ndose por una tuber´ıa.
(c) Campo de velocidades
+ -
(d) Campo ele´c-
trico
Ejemplos de campos vectoriales.
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Se llama campo escalar a una funcio´n f : A ⊆ Rn → R que a cada vector
x = (x1, ..., xn) ∈ A le asocia un valor escalar,
f : U ⊆ Rn −→ R
x = (x1, ..., xn) −→ f(x).
Este tipo de campos nos permite representar matema´ticamente la tempe-
ratura o la densidad en cada punto de un alambre o de una la´mina, la presio´n
dentro de un ﬂuido, el potencial electrosta´tico, etc.
3.1.2. Integrales de camino
Para motivar la necesidad de las integrales de funciones escalares sobre una
curva planteamos el siguiente ejemplo, cuya resolucio´n nos lleva al concepto
de integral de camino.
Queremos calcular la masa de un alambre l conocida su densidad lineal
(en gr/cm) en cada punto, dada por ρ(p), siendo el alambre la imagen de un
camino (regular, simple, de clase C1), σ : [a, b]→ R2 (o R3).
Si la densidad es constante, ρ0, el problema es inmediato, la masa es el
resultado de multiplicar la densidad por la longitud de σ:
M = ρ0 l(σ) = ρ0
 b
a
σ(t) dt.
Si la densidad es variable seguimos los pasos siguientes:
Tomamos una particio´n regular P del intervalo [a, b],
a = t0 < t1 < ... < tn = b.
A esta particio´n le corresponde una particio´n en el alambre l,
p0 < p1 < ... < pn
donde pi = σ(ti) ∈ l (ver Figura 3.1).
Figura 3.1: Particio´n del alambre
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En cada subintervalo [ti−1, ti] tomamos un punto arbitrario ci de modo
que σ(ci) ∈ [pi−1, pi].
La masa del trozo de alambre entre pi−1 y pi es aproximadamente la
densidad en el punto σ(ci) multiplicada por la longitud del alambre entre
dichos puntos pi−1 y pi,
∆Mi  ρ(σ(ci))
 ti
ti−1
σ(t) dt.
Aplicando el teorema del valor medio a la integral que nos aparece en
esta expresio´n, podemos escribir
∆Mi  ρ(σ(ci))σ
(ci) (ti − ti−1).
As´ı, podemos aproximar la masa total del alambre mediante la suma
Ml 
n
i=1
∆Mi, por tanto: Ml 
n
i=1
ρ(σ(ci))σ
(ci) (ti − ti−1).
Esta es una suma de Riemann para la funcio´n
φ : [a, b]→ R, φ(t) = ρ(σ(t))σ(t);
as´ı, tomando l´ımite cuando n→∞, obtenemos
Ml =
 b
a
ρ(σ(t))σ(t) dt.
 Deﬁnicio´n 3.1. Dada f : U ⊆ Rn → R funcio´n real continua deﬁnida en
un abierto U de Rn y dado σ : [a, b]→ Rn camino de clase C1, con σ([a, b]) ⊂ U,
se deﬁne la integral de camino de la funcio´n f a lo largo del camino σ como:

σ
fds =
 b
a
f(σ(t)) σ(t) dt.
Esta deﬁnicio´n tambie´n es va´lida para caminos C1 a trozos; en este caso:

σ
f ds =
n
i=1

σi
f ds
donde σi corresponde a cada trozo C1 del camino.
Si integramos la funcio´n constante 1, entonces:

σ
f ds =
 b
a
σ(t) dt = longitud de la curva σ.
’ Ejemplo 3.10. (a) Calculemos la integral de la funcio´n f : R2 → R, dada
por f(x, y) = xy a lo largo del camino σ : [0, 1]→ R2, σ(t) = (t, t2).
(b) Calculemos la integral de la misma funcio´n a lo largo del camino µ : [0, 1]→
R2, µ(t) = (1− t, (1− t)2).
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Solucio´n.
(a) Puesto que σ(t) = (1, 2t), entonces σ(t) =
√
1 + 4t2, por tanto:

σ
f ds =
 1
0
f(t, t2) σ(t) dt =
 1
0
t3
√
1 + 4t2 dt = (cambio: u2 = 1 + 4t2)
=
1
16
 √5
1
(u4 − u2) du =
1
16

u5
5
−
u3
3
√5
1
=
5
√
5
24
+
1
120
.
(b) Observemos que este camino es el opuesto del camino anterior, es decir,
recorre la misma imagen pero en sentido opuesto. Su parametrizacio´n es:
µ(t) = (−1,−2(1− t)),
entonces
µ(t) =

1 + 4(1− t)2,
por tanto:

µ
f ds =
 1
0
f(1− t, (1− t)2) µ(t) dt =
 1
0
(1− t)3

1 + 4(1− t)2 dt
haciendo el cambio u = 1− t, obtenemos:
=
 1
0
u3
√
1 + 4u2 du =
5
√
5
24
+
1
120
,
puesto que se obtiene la misma integral que en el ejemplo anterior. 
 Nota 3.2. Como hemos visto, la integral no var´ıa al cambiar la orientacio´n
del camino.
’ Ejercicio 3.3. (a) Calcula la integral de camino de la funcio´n f : R2 → R,
f(x, y) = x2+y2 a lo largo del camino σ : [−π, π]→ R2, σ(t) = (− sin( t2), cos(
t
2)).
(Solucio´n: π).
(b) Con la misma funcio´n del apartado anterior, calcula la integral de
trayectoria a lo largo del camino µ : [−π, π] → R2, µ(t) = (− cos( t
2
π ), sin(
t2
π )).
(Solucio´n: 2π).
 Nota 3.3. En el ejercicio anterior, el camino µ no es una reparametrizacio´n
del camino σ, pero s´ı tiene la misma traza que σ, aunque la traza es recorrida
dos veces (como se ha visto en el Ejemplo 3.8). Podemos observar que el
resultado de la integral de f a lo largo de µ es el doble que a lo largo del
camino σ. E´sta sera´ otra propiedad de las integrales de camino, este tipo de
integrales son acumulativas.
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3.1.3. Propiedades de las integrales de camino
(1) Linealidad. Sean f , g : U ⊆ Rn → R funciones continuas y σ : [a, b]→ Rn
un camino de clase C1, entonces:

σ
(αf + βg) ds = α

σ
f ds+ β

σ
g ds,
con α, β ∈ R.
(2) La integral a lo largo de una trayectoria es invariante bajo reparametriza-
ciones de e´sta:
Dada f : U ⊆ Rn → R continua y σ : [a, b] → Rn de clase C1 con
σ ([a, b]) ⊆ U. Si µ : [c, d]→ Rn es una reparametrizacio´n de σ, entonces:

σ
f ds =

µ
f ds.
(3) Las integrales de camino tienen cara´cter acumulativo:
Si σ es una camino C1 que recorre su traza de manera inyectiva y µ es
un camino que la recorre n veces, del punto inicial al ﬁnal y de regreso
al inicial y as´ı sucesivamente, entonces:

µ
f ds = n

σ
f ds.
3.1.4. Aplicaciones de las integrales de camino
1. Ca´lculo de masas.
Como ya se ha visto, la masa de un alambre con densidad variable se
obtiene como la integral de la funcio´n densidad sobre la curva que determina
el alambre:
M =

σ
ρ ds.
’ Ejemplo 3.11. Calculemos la masa total de un alambre cuya forma es la de
la imagen de una he´lice σ : [0, 2π] → R3, σ(t) = (cos t, sin t, t), si la densidad
en cada punto es proporcional al cuadrado de la distancia del punto al origen,
valiendo 1 gr/cm en el punto inicial σ(0) = (1, 0, 0).
Solucio´n. La densidad en cada punto viene dada por ρ(x, y, z) = k(x2 + y2 +
z2). Puesto que en el punto inicial (1, 0, 0) vale 1, entonces:
1 = k(1 + 0 + 0)
y se tiene que k = 1 y la funcio´n densidad es ρ(x, y, z) = (x2 + y2 + z2). Por
tanto, la masa total del alambre vendra´ dada por:
MT =

σ
ρ ds =
 2π
0
ρ(σ(t)) σ(t) dt =
 2π
0
(cos2 t+ sin2 t+ t2)
√
2 dt
=
 2π
0
(1 + t2)
√
2 dt =
√
2

t+
t3
3
2π
0
=
√
2(2π +
8π3
3
) gr. 
B. Campos/C. Chiralt
120
c UJI
11Beatriz Campos / Cristina Chiralt - ISBN:  978-84-694-0641-0 Cálculo integral - UJI
’ Ejercicio 3.4. Calcula la masa total de una alambre cuya forma es la del
cuadrado |x| + |y| = 1 y la densidad en cada punto del alambre es igual al
cuadrado de la abcisa del punto. (Solucio´n: 4
√
2
3 u.m.).
2. Ca´lculo de promedios.
El valor promedio fp de una funcio´n escalar f en una curva, imagen del
camino σ, viene dado por:
fp =

σ f ds
lσ
=

σ f ds
σ ds
.
’ Ejemplo 3.12. Hallemos la densidad promedio del alambre del Ejemplo
3.11.
Solucio´n.
ρ¯ =

σ ρ ds
lσ
=
MT 2π
0 σ
(t) dt
=
√
2(2π +
8π3
3
)
 2π
0
√
2 dt
=
2π +
8π3
3
2π
= 1 +
4π2
3
gr/cm. 
’ Ejercicio 3.5. Consideremos la funcio´n f(x, y) =

R2 − x2 − y2 deﬁnida
en U = {(x, y)/x2+ y2 ≤ R2} ⊂ R2. Sea σ : [−R,R]→ R2, σ(t) = (t, 0). Halla
el promedio de f sobre la curva σ. (Solucio´n: πR4 ).
3. Centros de masa y momentos de inercia.
Para una curva plana, las coordenadas del centro de masa son:
x =

σ x ρ(x, y) ds
σ ρ(x, y) ds
, y =

σ y ρ(x, y) ds
σ ρ(x, y) ds
y el momento de inercia respecto a un eje L, cuya distancia al punto (x, y) es
d(x, y) viene dado por:
IL =

σ
(d(x, y))2 ρ(x, y) ds.
Si la curva esta´ en R3, las fo´rmulas son ana´logas con funcio´n de densidad
ρ(x, y, z).
’ Ejemplo 3.13. Calculemos el centro de masa de un alambre homoge´neo
en forma de semicircunferencia ( y =
√
r2 − x2).
Solucio´n. Un camino cuya traza sea esta semicircunferencia es σ : [0, π]→ R2,
σ(t) = (r cos t, r sin t). Por tanto, σ(t) = (−r sin t, r cos t) y σ(t) = r. Puesto
que el alambre es homoge´neo tiene densidad constante ρ0 y se obtiene, por
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Solucio´n. Podemos calcular el a´rea mediante una integral de camino,
A =

C
f ds
donde la funcio´n a integrar, correspondiente a la altura en cada punto, es
f(x, y) = z = 10 − x + y y la curva C es la interseccio´n entre el cilindro y el
plano z = 0, es decir, x2 + y2 = 7, que podemos parametrizar del siguiente
modo:
σ(t) = (
√
7 cos t,
√
7 sin t), 0 ≤ t ≤ 2π.
Entonces:
A =
 2π
0
f(σ(t)) σ(t) dt =
 2π
0
(10−
√
7 cos t+
√
7 sin t)
√
7dt
=
√
7

10t−
√
7 sin t−
√
7 cos t
2π
0
= 20
√
7π u.a. 
’ Ejercicio 3.7. Calcula el a´rea de la valla lateral sobre el segmento de la
recta 2x+ y = 1 situado en el primer cuadrante del plano XY y limitada por
arriba por el paraboloide z = 3 + x2 + y2. (Solucio´n: 41
√
5
24 u.a.).
3.1.5. Ejercicios de la seccio´n 3.1
1. Halla la integral de la funcio´n f : R3 → R, f(x, y, z) = x z a lo largo del
camino recto que va del punto (1, 0, 0) al punto (0, 0, 1). (Solucio´n:
√
2
6 ).
2. Imaginemos un teatro cuya forma es la del tetraedro formado por los
planos coordenados, el plano z = ba(a− x− y), b > a > 0, de modo que
su base es un tria´ngulo iso´sceles que tiene ve´rtices en el origen y en los
puntos (a, 0, 0) y (0, a, 0) y su altura es b. El escenario es circular y ocupa
la regio´n del plano XY dada por {(x, y)/x2 + y2 ≤ r2, x ≥ 0, y ≥ 0}
donde r <
√
3a/2. Sobre el l´ımite del escenario se levanta una cortina
hasta el techo, ¿que´ a´rea cubrira´ la cortina?. (Solucio´n: bra (
aπ−4r
2 ) u.a.).
3. Calcula

C f ds siendo f(x, y, z) = 2y−
√
x−z3 y y C el trozo de para´bola
x = 2y2 en el plano z = 3 que va desde el punto (0, 0, 3) a (2, 1, 3)
unido al segmento de recta que va del punto (2, 1, 3) a (1, 1, 3). (Solucio´n:
−64,2404).
4. Halla la temperatura T media de un cable que tiene forma de la parte del
astroide x
2
3+y
2
3 = 1 que ocupa el segundo cuadrante, si la temperatura en
cada punto del cable es T (x, y) = x−y expresada en grados cent´ıgrados.
(Solucio´n: 65
o
C).
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0, 2 Π
Π
2
Π
3 Π
2
cable
Astroide.
5. Calcula el a´rea lateral de una valla que tiene la forma dada por la curva
y = 5 + x2, x ∈ [1, 5] y siendo su altura z = 3x +
y
x
. (Solucio´n: 375.595
u.a.).
6. Calcula el centro de masa de un alambre cuya forma esta´ dada por σ(t) =�√
2t,
√
2t, 5− t

), t ∈ [−1, 1] siendo la densidad en cada punto del alam-
bre ρ(x, y, z) = (x2 + y2 + z2)/4. (Solucio´n: c.m.

− 1
4
√
2
,− 1
4
√
2
, 418

).
7. La base de una pieza del motor de una gru´a tiene forma circular de radio
2 y su altura esta´ dada por la funcio´n z = 2 +
1
2
x2. Calcula el a´rea de
dicha pieza. (Solucio´n: 9712π u.a.).
8. Calcula la masa total de un cable cuya forma viene dada por la curva
σ(t) = (t− 1, 3t+ 2), t ∈ [−1, 1] y la densidad en cada punto del cable
ρ(x, y) = x+ 3y. (Solucio´n: 10
√
10 u.m.).
9. Calcula el centro de masa de un alambre cuya forma es la del trozo de
elipse
x2
9
+
y2
16
= 1 que ocupa el primer cuadrante, siendo la densidad en
cada punto del alambre δ(x, y) = x y. (Solucio´n: 1487 u.m.).
3.2. INTEGRALES DE LI´NEA
Un concepto fundamental que nos llevara´ a una mejor comprensio´n de la
integral de l´ınea es el de trabajo realizado por una fuerza F actuando sobre
una part´ıcula que se mueve describiendo una curva en el espacio, esto es,
movie´ndose a lo largo de la imagen de una trayectoria σ : [a, b]→ R3.
Si el desplazamiento d se produce en l´ınea recta y F es una fuerza cons-
tante en la direccio´n de d, el trabajo realizado sera´ F ·d; pero en general, si la
trayectoria esta´ curvada deberemos imaginarla aproximada por una sucesio´n
de desplazamientos rectos inﬁnitesimales. Supongamos que esta´ aproximada
por un nu´mero ﬁnito de desplazamientos rectos y razonemos de modo ana´logo
al caso de la integral de camino.
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F
Vt
Trayectoria curvada.
Tomemos una particio´n de [a, b] en n subintervalos iguales deﬁnida por
a = t0 < t1 < · · · < tn = b, con ∆t = ti+1 − ti.
Para un determinado intervalo [ti, ti+1], tenemos sobre la curva un arco
que corresponde al intervalo [σ(ti), σ(ti+1)] (ver Figura 3.3).
Sea ∆si el vector que une σ(ti) y σ(ti+1), es decir,
∆si = σ(ti+1)− σ(ti).
Figura 3.3: Aproximaciones en la integral de l´ınea.
Por deﬁnicio´n de derivada:
σ(ti) ≈
σ(ti +∆t)− σ(ti)
∆t
por tanto, podemos aproximar:
∆si ≈ σ
(ti) ∆t
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El trabajo realizado desde σ(ti) a σ(ti+1) se puede aproximar por:
F (σ(ti)) ·∆si ≈ F (σ(ti)) · σ
(ti)∆t.
El trabajo W para ir desde σ(a) hasta σ(b) se puede aproximar por la
suma:
W ≈
n−1
i=0
F (σ(ti)) · σ
(ti)∆t.
Tomando l´ımite cuando n→∞, se tiene:
W = l´ım
n→∞
n−1
i=0
F (σ(ti)) · σ
(ti)∆t =
 b
a
F (σ(t)) · σ(t) dt.
 Deﬁnicio´n 3.2. Dado un campo vectorial F : U ⊆ Rn → Rn cuyas
componentes son F = (F1, ..., Fn), continuo sobre la trayectoria σ([a, b]) ⊂ U
de clase C1, con σ([a, b]) ∈ U , se deﬁne la integral de l´ınea de F a lo largo
de σ, denotada por

σ
F ,

σ
F dσ, o

σ
F ds, como

σ
Fds =
 b
a
F (σ(t)) · σ(t) dt,
es decir,

σ
F ds =
 b
a
(F1(σ(t))σ

1(t) + ...+ Fn(σ(t))σ

n(t)) dt.
Cuando el camino σ es cerrado se suele utilizar la notacio´n:

σ
F ds.
 Nota 3.4. Como F es continuo (es decir, cada componente Fi es continua)
y σ es de clase C1, entonces F (σ(t)) · σ(t) es una funcio´n continua (de R en
R) en [a, b], por tanto existe la integral. Tambie´n existe si dicho producto es
C1 a trozos.
’ Ejemplo 3.15. Sea el camino σ(t) = (2 sin t, 2 cos t, t) donde 0 ≤ t ≤ 4π.
Sea F (x, y, z) = 2xi− yj + zk. Calculemos la integral del campo F a lo largo
del camino σ.
Solucio´n.

σ
F ds =
 4π
0
F (σ(t)) · σ(t) dt =
 4π
0
F (2 sin t, 2 cos t, t) (2 cos t,−2 sin t, 1) dt
=
 4π
0
(4 sin t,−2 cos t, t) (2 cos t,−2 sin t, 1) dt
=
 4π
0
(8 sin t cos t+ 4 cos t sin t+ t) dt
=
 4π
0
(12 sin t cos t+ t) dt =

6 sin2 t+
t2
2
4π
0
= 8π2. 
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Las integrales de l´ınea tambie´n se pueden expresar de la forma:

σ
Fds =
 b
a
F1dx1 + ...+ Fndxn,
donde F1, F2,..., Fn son las componentes del campo vectorial F . A la expresio´n
F1dx1 + ...+ Fndxn se le llama forma diferencial.
Como consecuencia de la deﬁnicio´n, la integral de una forma diferencial
veriﬁca:

σ
F1dx1 + ...+ Fndxn =
 b
a
(F1
dx1
dt
+ ...+ Fn
dxn
dt
)dt =

σ
Fds
donde σ es el camino σ(t) = (x1(t), ..., xn(t)), a ≤ t ≤ b.
’ Ejemplo 3.16. Calculemos

σ
(x2 + 1)dx+ e2x dy + 2z dz
donde σ : [0, 1]→ R3, σ(t) = (t, 2t, et).
Solucio´n.

σ
(x2 + 1)dx+ e2x dy + 2z dz =
 1
0
(t2 + 1)dt+ e2t 2dt+ 2et et dt
=
 1
0
(t2 + 1 + 4e2t)dt =

t3
3
+ t+ 2e2t
1
0
= 2e2 −
2
3
. 
 Nota 3.5. Si un campo de fuerzas F es normal a una curva en todo punto,
se tiene que F (σ(t)) · σ(t) = 0, siendo σ una parametrizacio´n de dicha curva;
por tanto, el trabajo realizado por el campo F a lo largo de dicha curva es
cero.
’ Ejemplo 3.17. Sea F el campo de fuerzas F (x, y, z) = x3i + yj + zk
que es normal en cada punto a la circunferencia de radio a en el plano Y Z
parametrizada por:
x = 0, y = a cos t, z = a sin t, 0 ≤ t ≤ 2π.
Comprobemos que el trabajo realizado por F es cero.
Figura 3.4: Circunferencia en el plano Y Z.
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Solucio´n. El trabajo viene dado por:
W =

σ
F ds =
 2π
0
F (0, a cos t, a sin t) · (0,−a sin t, a cot s) dt
=
 2π
0
(0, a cos t, a sin t) · (0,−a sin t, a cot t) dt =
 2π
0
0 dt = 0,
es decir, F no realiza trabajo sobre una part´ıcula que se mueva a lo largo de
la curva σ. 
Propiedades de las integrales de l´ınea
(1) Linealidad. Sean F , G : U ⊆ Rn → Rn campos continuos y σ : [a, b]→ Rn
de clase C1 con σ([a, b]) ⊂ U, entonces:

σ
(αF + β G)ds = α

σ
Fds+ β

σ
Gds.
(2) Teorema. Sea F : U ⊆ Rn → Rn un campo vectorial continuo y sea
σ : [a, b]→ Rn un camino de clase C1 con σ([a, b]) ⊂ U.
Sea h : [c, d] → [a, b] una funcio´n sobreyectiva, h([c, d]) = [a, b], de clase
C1 y sea µ : [c, d]→ Rn el camino µ = σ ◦ h.
Si h(c) = a y h(d) = b, entonces

µ
Fds=

σ
Fds.
Si h(c) = b y h(d) = a, entonces

µ
Fds= −

σ
Fds.
En particular, se veriﬁca que si µ es una reparametrizacio´n de σ, entonces:

µ
Fds=

σ
Fds si µ conserva la orientacio´n.

µ
Fds= −

σ
Fds si µ invierte la orientacio´n.
(3) Aditividad. Si σ = σ1 + σ2, entonces

σ
Fds =

σ1
Fds+

σ2
Fds.
 Nota 3.6. Vimos que la integral de camino era acumulativa. Esto no ocurre
con las integrales de l´ınea: salvo signo, la integral es la misma para cualquier
camino que recorra la misma traza, aunque haya retrocesos; en la propiedad (2)
se incluyen composiciones con funciones h de modo que el resultado ρ pueda no
ser una reparametrizacio´n. Podr´ıa darse el caso de que ρ recorriera la misma
traza que σ sufriendo ”regresos” a lo largo de su trayecto, no obstante, el valor
de la integral ser´ıa el mismo, es decir, el valor de la integral de l´ınea de un
campo vectorial no es acumulativo. Por tanto, tiene sentido hablar de integral
de un campo F sobre una curva, podremos entonces deﬁnir:

C
F ds =

σ
F ds,
siendo σ cualquier parametrizacio´n que preserve la orientacio´n de la curva C.
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’ Ejemplo 3.18. Sea F : R2 → R2 el campo vectorial F (x, y) = (x + y, y)
y σ : [0, 1]→ R2, σ(t) = (t, t2). Calculemos la integral de l´ınea de F a lo largo
de σ.
Solucio´n.

σ
F ds =
 1
0
(t+ t2, t2)(1, 2t) dt =
 1
0
(t+ t2 + 2t3) dt
=

t2
2
+
t3
3
+
t4
2
1
0
=
1
2
+
1
3
+
1
2
=
4
3
. 
’ Ejemplo 3.19. Con el mismo campo que el ejemplo anterior, hallemos su
integral a lo largo del camino µ : [0, k−1]→ R2, µ(t) = (kt, k2t2), k > 0.
Solucio´n.

µ
F ds =
 k−1
0
(kt+ k2t2, k2t2)(k, 2k2t) dt =
 k−1
0
((kt+ k2t2)k + k2t22k2t) dt
=
 k−1
0
(k2t+ k3t2 + 2k4t3) dt =

k2t2
2
+
k3t3
3
+
k4t4
2
k−1
0
=
4
3
.
Observemos que µ es una reparametrizacio´n de σ, µ = σ◦h, con h(t) = kt,
y adema´s conserva la orientacio´n, h(t) = k > 0. En este caso, hemos obtenido
que 
σ
F ds =

µ
F ds. 
’ Ejemplo 3.20. Integremos ahora el mismo campo vectorial a lo largo del
camino inverso de σ. ( ρ = σ ◦ h, con h(t) = 1 − t, es decir, ρ : [0, 1] → R2,
ρ(t) = (1− t, (1− t)2).
Solucio´n.

ρ
F ds =
 1
0
�
((1− t) + (1− t)2)(−1) + (1− t)22(1− t)(−1)

dt
=
 1
0
(−1)((1− t) + (1− t)2 + 2(1− t)3) dt
=

(1− t)2
2
+
(1− t)3
3
+
(1− t)4
2
1
0
= −
1
2
−
1
3
−
1
2
= −
4
3
.
En este caso, ρ es una reparametrizacio´n de σ que invierte la orientacio´n y
hemos obtenido que 
σ
F ds = −

ρ
F ds. 
Por otra parte, la propiedad (3) nos permite deﬁnir la integral de l´ınea para
caminos de clase C1 a trozos. Si σ = σ1+ ...+ σk donde cada σi es de clase C1,
i = 1...k, entonces se deﬁne:

σ
F ds =
k
i=1

σi
F ds.
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Es obvio que si C− es la misma curva que C pero con orientacio´n opues-
ta, entonces

C
Fds= −

C−
Fds. Adema´s, si C esta´ formada por varias cur-
vas (orientadas) C = C1 + ... + Cn, entonces

C
Fds=

C1
Fds+...+

Cn
Fds,
propiedad que resulta muy interesante, ya que podemos parametrizar cada
trozo Ci por separado convenientemente y luego sumar la integrales.
’ Ejemplo 3.21. Sea F : R2 → R2 el campo F (x, y) = (xy, x2y). Considere-
mos el camino σ : [−1, 1]→ R2, σ(t) = (t, |t|). Calculemos

σ
Fds.
Solucio´n. En este caso, el camino σ no es de clase C1, pero s´ı es C1 a trozos
pues podemos escribir σ = σ1 + σ2, donde σ1 : [−1, 0] → R2, σ(t) = (t,−t) y
σ2 : [0, 1]→ R2, σ(t) = (t, t) son ambas de clase C1. Entonces,

σ
F ds =

σ1
F ds+

σ2
F ds =
 0
−1
(−t2, t2(−t))(1,−1) dt+
 1
0
(t2, t3)(1, 1) dt
=
 0
−1
(−t2 + t3) dt+
 1
0
(t2 + t3) dt =

−t3
3
+
t4
4
0
−1
+

t3
3
+
t4
4
1
0
= −
1
3
−
1
4
+
1
3
+
1
4
= 0. 
’ Ejercicio 3.8. Calcula la integral de l´ınea

C
2x y3 dx+ (y2 + x z)dy + x y dz,
siendo C la curva obtenida al intersectar las superﬁcies x2 + y2 + z2 = 4 y
x2 + y2 + (z − 2)2 = 4. (Solucio´n: 3π).
’ Ejercicio 3.9. Con el mismo campo vectorial del Ejercicio 3.8, halla su
integral a lo largo de la misma curva con la parametrizacio´n
µ(t) = (
√
3 cos 3t,
√
3 sin 3t, 1)
donde t ∈ [0, 2π/3].
’ Ejercicio 3.10. Integra ahora el mismo campo vectorial a lo largo del
camino inverso de σ del ejercicio 3.8, es decir, ρ : [0, 2π] → R2, ρ(t) =
(
√
3 sin t,
√
3 cos t, 1).
3.2.1. Independencia del camino. Campos conservativos
Existe un tipo de campos vectoriales para los cuales el valor de la integral
de l´ınea es independiente de la curva seguida y so´lo depende del punto inicial
y del punto ﬁnal. Dichos campos se denominan campos conservativos y son de
especial intere´s por sus aplicaciones en Meca´nica de Fluidos, Meca´nica Cla´sica
y otros a´mbitos relacionados.
Algunos ejemplos de campos conservativos son:
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Campo gravitatorio en el que el trabajo efectuado contra la gravedad
para mover un objeto de un punto a otro no depende del camino elegido.
Campos de fuerzas ela´sticas.
Campos ele´ctricos.
Sin embargo, cuando consideramos el trabajo necesario para empujar una
caja por el suelo, e´ste s´ı que depende de la trayectoria que recorremos debido
a las fuerzas de friccio´n. Luego, son campos no conservativos aquellos en los
que aparecen fuerzas de rozamiento.
 Deﬁnicio´n 3.3. Un campo vectorial F : U ⊆ Rn → Rn es un campo
gradiente si F = ∇f para alguna funcio´n f : U ⊆ Rn → R.
 Nota 3.7. Recordemos que ∇f es el vector gradiente de la funcio´n f y
viene dado por:
∇f =

∂f
∂x
,
∂f
∂y
,
∂f
∂z

.
As´ı, si F : U ⊆ R3 → R3 es un campo vectorial gradiente, sera´ de la forma:
F = (
∂f
∂x
,
∂f
∂y
,
∂f
∂z
).
’ Ejemplo 3.22. Sea f(x, y, z) = x y z + sin x. Si F = ∇f, entonces
F (x, y, z) = (yz + cosx, xz, xy). 
Recordemos que si las funciones G, g : [a, b]→ R son continuas y se veriﬁca
queG(x) = g(x) ∀x ∈ [a, b], es decir,G es una primitiva de g en [a, b], entonces,
por el teorema fundamental del ca´lculo integral:
 b
a
g(x)dx = G(b)−G(a).
As´ı, el valor de la integral so´lo depende del valor de G en los puntos ex-
tremos de [a, b]. Generalizando este resultado se tiene el siguiente teorema:
 Teorema 3.1. Sea f : U ⊆ Rn → R de clase C1 y sea σ : [a, b] → Rn de
clase C1 a trozos. Entonces:

σ
∇fds = f(σ(b))− f(σ(a)).
Demostracio´n.

σ
∇fds =
 b
a
∇f(σ(t)) · σ(t)dt =
 b
a
(f ◦ σ)(t)dt =
= (f ◦ σ)(b)− (f ◦ σ)(a) = f(σ(b))− f(σ(a)). 
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Por tanto, si el campo que queremos integrar es un campo vectorial gra-
diente (F = ∇f) la integral se resuelve de un modo muy sencillo, evaluando f
en los puntos ﬁnal e inicial del camino σ:

σ
Fds =

σ
∇fds = f(σ(b))− f(σ(a)),
y la integral no depende del camino recorrido, so´lo de los extremos.
 Teorema 3.2. Sea F : U ⊆ Rn → Rn un campo de clase Ck (k ≥ 0) deﬁnido
en un abierto U ⊆ Rn. Las aﬁrmaciones siguientes son equivalentes:
1. F es el campo gradiente de una funcio´n f : Rn → R de clase Ck+1, es
decir,
F=∇f.
2. La integral

σ
Fds del campo vectorial F a lo largo de un camino
σ : [a, b]→ Rn seccionalmente C1 y tal que σ([a, b]) ⊂ U, depende u´nica-
mente del punto inicial σ(a) y ﬁnal σ(b) del camino σ. Por tanto, tiene
sentido la notacio´n:  q
p
Fds,
donde p = σ(a) y q = σ(b).
3. La integral de l´ınea del campo F a lo largo de cualquier camino cerrado
σ : [a, b]→ Rn seccionalmente C1 y tal que σ([a, b]) ⊂ U es igual a cero,

σ
Fds = 0.
 Deﬁnicio´n 3.4. A un campo F que veriﬁque alguna de las propiedades
dadas en el teorema, y por tanto todas, se le llama campo conservativo y a
la funcio´n f tal que F = ∇f se le llama funcio´n potencial.
’ Ejemplo 3.23. El campo F : R3 → R3, F (x, y, z) = (y z, x z, x y) es un
campo conservativo pues la funcio´n f(x, y, z) = x y z es una funcio´n potencial
de F .
Solucio´n.
∇f = (
∂f
∂x
,
∂f
∂y
,
∂f
∂z
) = (y z, x z, x y) = F (x, y, z). 
’ Ejercicio 3.11. Demuestra que el campo F (x, y) = (2x+ y,−x+ 4x y) no
es conservativo.
El teorema no nos dice cua´ndo un campo es conservativo, so´lo podemos
saberlo si encontramos una funcio´n potencial. Veamos a continuacio´n bajo
que´ condiciones podemos decir que un campo vectorial es conservativo.
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Condicio´n necesaria de campo vectorial conservativo
Tomemos un campo vectorial F : U ⊆ R2 → R2 de clase Ck, k ≥ 1,
F (x, y) = (F1(x, y), F2(x, y)),
donde F1, F2 : U ⊆ R2 → R son de clase Ck.
Si F es conservativo entonces existe f : U ⊆ R2 → R de clase Ck+1 tal
que
∇f = (
∂f
∂x
(x, y),
∂f
∂y
(x, y)) = (F1(x, y), F2(x, y)) = F (x, y),
es decir,
∂f
∂x
(x, y) = F1(x, y)
∂f
∂y
(x, y) = F2(x, y) ∀(x, y) ∈ U.
Derivando la primera igualdad respecto de y y la segunda respecto de x,
se tiene:
∂2f
∂x∂y
(x, y) =
∂F1(x, y)
∂y
∂2f
∂y∂x
(x, y) =
∂F2(x, y)
∂x
,
puesto que f es, al menos, de clase C2, las derivadas segundas cruzadas
de f coinciden,
∂F1(x, y)
∂y
=
∂F2(x, y)
∂x
.
Por tanto, si F es un campo conservativo se veriﬁca:
∂2f
∂y∂x
(x, y) =
∂F2(x, y)
∂x
.
’ Ejemplo 3.24. El campo vectorial F : R2 → R2 de clase Ck, k ≥ 1,
F (x, y) = (x+ y, y) no es conservativo pues
∂
∂y
(x+ y) =
∂
∂x
(y). 
Consideremos ahora el caso general. Sea F : U ⊆ Rn → Rn un campo
conservativo de clase Ck, k ≥ 1,
F (x1, ..., xn) = (F1(x1, ..., xn), ..., Fn(x1, ..., xn))
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entonces, existe f : U ⊆ Rn → R de clase Ck+1 tal que
∇f(x1, ..., xn) = F (x1, ..., xn),
es decir,
∂f
∂xi
(x1, ..., xn) = Fi(x1, ..., xn), i = 1, ..., n.
Derivando cada igualdad respecto de xj (i = j) obtenemos:
∂2f
∂xi∂xj
(x, y) =
∂Fi(x, y)
∂xj
, i, j = 1, ..., n, i = j,
intercambiando los papeles de i y j, obtenemos
∂2f
∂xj∂xi
(x, y) =
∂Fj(x, y)
∂xi
, i, j = 1, ..., n, i = j.
Puesto que f es al menos de clase C2, las derivadas segundas cruzadas de
f coinciden, por tanto:
∂Fi(x, y)
∂xj
=
∂Fj(x, y)
∂xi
, 1 ≤ i < j ≤ n. (3.1)
Por tanto, (3.1) es una condicio´n necesaria para que un campo sea conser-
vativo. Pero es condicio´n necesaria y suﬁciente si U es un conjunto convexo.
 Deﬁnicio´n 3.5. Un conjunto U es convexo si dados dos puntos cua-
lesquiera p, q ∈ U, entonces el segmento que los une esta´ contenido en U , es
decir,
[p, q] = {x ∈ Rn x = tq + (1− t)p, 0 ≤ t ≤ 1} ⊆ U.
 q 
p
Conjunto no convexo.
’ Ejemplo 3.25. (1) Las bolas en Rn son conjuntos convexos.
(2) El espacio Rn es un conjunto convexo.
 Nota 3.8. Esta condicio´n necesaria y suﬁciente se ampl´ıa si el campo
esta´ deﬁnido sobre un conjunto simplemente conexo. De modo intuitivo, un
conjunto D del plano es simplemente conexo cuando no tiene agujeros. O tam-
bie´n, un conjunto D del plano es simplemente conexo si su complementario
respecto del plano es conexo.
Un conjunto abierto y conexo que no es simplemente conexo se llama mu´lti-
plemente conexo.
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Conjunto mu´ltiplemente conexo.
Ca´lculo de funciones potenciales.
Sea F : U ⊆ R2 → R2, F = (M,N) un campo conservativo.
Una funcio´n potencial para F es una funcio´n f : U ⊆ R2 → R tal que
∇f = (M,N), es decir:
∂f
∂x
(x, y) =M(x, y) (3.2)
∂f
∂y
(x, y) = N(x, y), ∀(x, y) ∈ U (3.3)
Integrando en (3.2) respecto de x, se tiene:
f(x, y) =

M(x, y)dx+ ϕ(y) (3.4)
donde ϕ(y) es una funcio´n a determinar. Para ello, derivamos ahora esta ex-
presio´n obtenida respecto de y e igualamos a (3.3):
∂f
∂y
=
∂
∂y
(

M(x, y)dx) + ϕ(y) = N(x, y).
Despejando ϕ(y) e integrando respecto de y, tenemos:
ϕ(y) =
 
N(x, y)−
∂
∂y
(

M(x, y)dx)

dy.
La expresio´n obtenida para ϕ(y) la sustituimos en (3.4) y obtenemos la
funcio´n potencial f.
’ Ejemplo 3.26. Dado el campo F : R2 → R2, F (x, y) = (y2, 2xy − ey),
comprobemos que es conservativo y halla una funcio´n potencial.
Solucio´n. Comprobamos que
∂F1(x, y)
∂y
= 2y =
∂F2(x, y)
∂x
y adema´s el campo F esta´ deﬁnido en R2 que es un conjunto convexo, por
tanto F es conservativo. La funcio´n potencial f(x, y) que buscamos veriﬁca:
∂f(x, y)
∂x
= y2
∂f(x, y)
∂y
= 2xy − ey.
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Comenzamos integrando en la primera condicio´n:
f(x, y) =

y2dx = xy2 + ϕ(y). (3.5)
Derivando parcialmente respecto de y :
∂f(x, y)
∂y
= 2xy + ϕ(y)
e igualando a la segunda condicio´n:
2xy + ϕ(y) = 2xy − ey
por tanto,
ϕ(y) = −ey
de donde
ϕ(y) = −ey
y, sustituyendo en (3.5), la funcio´n potencial es :
f(x, y) = xy2 − ey. 
’ Ejercicio 3.12. Sea F : R2 → R2, F (x, y) = (2x sin y, x2 cos y). Comprueba
que es conservativo y halla una funcio´n potencial. (Solucio´n: f(x, y) = x2 sin y).
Este me´todo tambie´n se generaliza para campos en Rn.
’ Ejemplo 3.27. Dado el campo F : R3 → R3, F (x, y, z) = (3y2z +
yex, 6xyz + ex + z, 3xy2 + y), calculemos el trabajo realizado por el campo
F para mover una part´ıcula desde el punto (0, 0, 0) hasta el punto (1,−π, 0).
Solucio´n. Comprobamos en primer lugar que F es conservativo, de este modo
el trabajoW realizado por este campo para mover una part´ıcula desde el punto
(0, 0, 0) hasta el punto (1,−π, 0) es independiente del camino tomado.
Sean F1, F2 y F3 las funciones coordenadas de F . Entonces:
∂F1(x, y, z)
∂y
= 6yz + ex =
∂F2(x, y, z)
∂x
∂F1(x, y, z)
∂z
= 3y2 =
∂F3(x, y, z)
∂x
∂F2(x, y, z)
∂z
= 6xy + 1 =
∂F3(x, y, z)
∂y
Como F esta´ deﬁnido en el convexo R3, se tiene que el campo es conserva-
tivo.
Para calcular el trabajo podemos elegir un camino sencillo que una estos
dos puntos o bien hallar una funcio´n potencial y calcular la diferencia de dicha
funcio´n en los extremos.
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(a) La trayectoria ma´s sencilla que une los puntos p = (0, 0, 0) y q =
(1,−π, 0) es el segmento ρ(t) = (1 − t) p + t q = (t,−π t, 0), 0 ≤ t ≤ 1.
Entonces,
W =

ρ
F ds =
 1
0
F (ρ(t)) ρ(t) dt =
 1
0
F ((t,−π t, 0)) (1,−π, 0) dt
=
 1
0
(−πtet, et, 3π2t3 − πt) (1,−π, 0) dt =
 1
0
(−πtet − πet) dt
= −π
 1
0
(tet + et)dt = −πe.
(b) Calculando una funcio´n potencial: buscamos una funcio´n f(x, y, z) tal
que
∂f(x, y, z)
∂x
= 3y2z + yex, (3.6)
∂f(x, y, z)
∂y
= 6xyz + ex + z, (3.7)
∂f(x, y, z)
∂z
= 3xy2 + y. (3.8)
Comencemos, por ejemplo, integrando en (3.6) respecto de x, entonces:
f(x, y, z) =

(3y2z + yex) dx = 3xy2z + yex + ϕ(y, z).
Para hallar ϕ(y, z) derivamos f respecto de y y respecto de z e igualamos
a (3.7) y (3.8) respectivamente:
∂f(x, y, z)
∂y
= 6xyz + ex +
∂ϕ(y, z)
∂y
= 6xyz + ex + z,
de donde
∂ϕ(y, z)
∂y
= z, (3.9)
∂f(x, y, z)
∂z
= 3xy2 +
∂ϕ(y, z)
∂z
= 3xy2 + y,
por tanto:
∂ϕ(y, z)
∂z
= y. (3.10)
Repetimos ahora el proceso con las ecuaciones (3.9) y (3.10). Integrando
en (3.9) respecto de y :
ϕ(y, z) =

z dy = yz + φ(z) (3.11)
y derivando (3.11) respecto de z e igualando a (3.10):
∂ϕ(y, z)
∂z
= y + φ(z) = y,
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de donde se tiene que φ(z) = 0 y por tanto, φ(z) = constante. Tomamos
φ(z) = 0. Sustituyendo las funciones obtenidas para φ y ϕ, se obtiene la funcio´n
potencial:
f(x, y, z) = 3xy2z + yex + yz.
Podemos ahora hallar el trabajo W mediante la funcio´n potencial:
W = f(1,−π, 0)− f(0, 0, 0) = −πe. 
’ Ejercicio 3.13. Sea F : R3 → R3, F (x, y, z) = (3y2z+yex, 6xyz+ex, 3xy2).
(a) ¿Es conservativo? (b) Halla una funcio´n potencial. (c) Calcula

µ
Fds,
siendo µ el camino µ : [0, π]→ R3 deﬁnido por µ(t) = (sin(t/2) + cos(2t)− 1,
t cos t, t2 sin t). (Solucio´n: (a) S´ı. (b) f(x, y, z) = 3xy2z + yex; (c) −πe).
3.2.2. Ejercicios de la seccio´n 3.2
1. Sea F (x, y) = (xy, x2y) y el camino σ(t) = (t, |t|). Calcula

σ
F ds. (Solu-
cio´n: 0).
2. Consideremos el campo F : R2 → R2, F (x, y) = (x+4y, ax+ y) donde a
es constante. Halla

C
Fds, siendo C la curva: C = {(x, y) : |x|+|y| = 1}.
(Solucio´n: 2a− 8).
3. Calcula la integral de l´ınea del campo F : R2 → R2, F (x, y) = (2x +
y,−x + 4xy) sobre la circunferencia x2 + y2 = 1 recorrida (1 vez) en
sentido antihorario. (Solucio´n: −2π).
4. Halla el trabajo realizado por el campo de fuerzas F (x, y, z) = (y2,−y, 3z)
para mover una part´ıcula a lo largo de la curva C, siendo C la intersec-
cio´n las superﬁcies x2 + y2 = 1 y 2x + 6y − 3z = 6 correspondiente al
primer octante, recorrida en sentido antihorario. (Solucio´n: −236 u.t.).
5. Calcula la integral del campo F (x, y, z) = (xy3z, y2+xz, xy) a lo largo de
la curva C deﬁnida por la interseccio´n las superﬁcies z = 4 −

x2 + y2
y z =

x2 + y2 recorrida en sentido horario. (Solucio´n: −8π).
6. Calcula

σ
F dσ siendo F (x, y, z) = (
√
y, 2x, 2z) y C la curva cerrada que
resulta de la interseccio´n de los cilindros parabo´licos y = x2, y = 2− x2
y el plano z = 6 . (Sol: 163 −
π
2 ).
7. Sea F : R3 → R3, F (x, y, z) = (ex cos y,−ex sin y, 2) que es conservativo.
Halla una funcio´n potencial. (Solucio´n: f(x, y) = ex cos y + 2z).
8. Calcula el trabajo realizado por el campo de fuerzas
F (x, y) = (2x cos y,−x2 sin y)
para mover una part´ıcula desde el punto (0, 1) al punto (1, 0). (Solucio´n:
-1 u.t.).
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9. Halla el trabajo realizado por el campo de fuerzas:
F (x, y, z) =
�
2e2x+y + 3x2z, e2x+y + z, x3 + y + 2z

para mover una part´ıcula desde el punto (0, 0, 0) al punto (1,−2, 2).
(Solucio´n: 2 u.t.).
10. Calcula el trabajo realizado por el campo de fuerzas
F (x, y) = (3x2 + y, ey + x)
para mover una part´ıcula desde el punto (0, 1) al punto (1, 0). (Solucio´n:
e− 2 u.t.).
11. Sea C el trozo de la curva interseccio´n entre el cilindro x2 + y2 = 4
y el plano z = 4 − y situada en el primer octante. Calcula el trabajo
realizado por el campo de fuerzas F (x, y, z) = (y,−x, x+ z) para mover
una part´ıcula desde el punto (2, 0, 4) hasta el punto (0, 2, 2) a lo largo de
C. (Solucio´n: −3(π + 2) u.t.).
3.3. EL TEOREMA DE GREEN
El teorema de Green, uno de los resultados ma´s importantes del ca´lculo
vectorial, relaciona integrales de l´ınea con integrales dobles, en particular es-
tablece la relacio´n entre una integral de l´ınea a lo largo de una curva cerrada
simple C en R2, con una integral doble sobre la regio´n encerrada por C.
Las aplicaciones del teorema de Green aparecen en diversos a´mbitos:
Matema´ticas: ecuaciones diferenciales, demostracio´n del teorema de cam-
bio de variables, etc.
F´ısica: teor´ıa del potencial, termodina´mica, electromagnetismo, campos
conservativos, meca´nica de ﬂuidos, etc.
Ingenier´ıa: teor´ıa de la circulacio´n del ala de un avio´n, ana´lisis del trabajo
en los ciclos de un motor, etc.
Antes de enunciar el teorema deﬁniremos que´ se entiende por regiones com-
pactas en R2, que son las regiones donde sera´ va´lido el teorema y precisaremos
cua´ndo la frontera de una regio´n esta´ orientada positivamente.
Recordemos que toda curva cerrada simple en el plano, o curva de Jordan,
separa a e´ste en dos subconjuntos (abiertos, conexos y disjuntos), uno acotado
llamado interior de C y otro no acotado llamado exterior de C, de los cuales
la curva C es la frontera comu´n.
 Deﬁnicio´n 3.6. Una curva cerrada simple del plano esta´ orientada posi-
tivamente si al recorrer la curva la regio´n interior de C queda a la izquierda.
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cD+
Orientacio´n positiva de una curva.
 Deﬁnicio´n 3.7. Consideremos un conjunto de curvas cerradas simples en
R2, C0, C1, ..., Ck, tales que:
1. Ci se encuentra en el interior de C0, i = 1, ..., k,
2. Ci ∩ Cj = ∅, para i = j, i = 1, ..., k,
3. Ci se encuentra en el exterior de Cj, para i = j, i = 1, ..., k.
Al subconjunto D de los puntos (x, y) ∈ R2 que se encuentran en el interior
de C0 y en el exterior de cada Ci junto con los puntos (x, y) de las curvas C0,
C1, ..., Ck, se le llama regio´n compacta en R2.
C0
DC1
C2
C3
C4
Figura 3.5: Ejemplo de regio´n compacta en R2.
En este caso, la frontera de D, ∂D = C0 ∪ C1 ∪ ... ∪ Ck estara´ orientada
positivamente si al recorrer las curvas C0, C1, ..., Ck, la regio´n D queda a la
izquierda, es decir, se orientara´ C0 en sentido antihorario y cada Ci, i = 1, ..., k,
en sentido horario (Figura 3.5).
 Teorema 3.3 (Teorema de Green). Sea F : U ⊆ R2 → R2, F = (M,N) un
campo vectorial de clase C1 deﬁnido en un abierto U de R2. Sea D ⊂ U una
regio´n compacta con su frontera ∂D+ orientada positivamente. Entonces:

∂D+
Fdσ=

σ
Fdσ =
 
D
(
∂N
∂x
−
∂M
∂y
)dx dy
donde σ es un camino seccionalmente C1 cuya traza es ∂D+.
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Si ∂D+ = Co ∪ C1 ∪ ... ∪ Ck :

∂D+
Fdσ=
k
i=0

Ci
Fdσ.
’ Ejemplo 3.28. Veriﬁquemos que se cumple el teorema de Green para el
campo F : R2 → R2 dado por F (x, y) = (3x2y,−x3) y la regio´n D limitada
por la para´bola y = x2 y la recta y = 1.
y  1
y  x
2
2
1.0 0.5 0.0 0.5 1.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
1.2
Regio´n D.
Solucio´n. D es una regio´n compacta. La frontera de D orientada positiva-
mente, ∂D+, es la traza del camino σ = σ1 + σ2 donde
σ1 : [−1, 1]→ R2, σ1(t) = (t, t2)
σ2 : [−1, 1]→ R2, σ2(t) = (−t, 1)

∂D+
Fds =

σ1
Fds+

σ2
Fds =
 1
−1
F (σ1(t))σ

1(t) dt+
 1
−1
F (σ2(t))σ

2(t) dt
=
 1
−1
(3t4,−t3)(1, 2t) dt+
 1
−1
(3t2, t3)(−1, 0) dt
=
 1
−1
t4 dt+
 1
−1
−3t2 dt =

t5
5
1
−1
−

t3
1
−1
= −
8
5
.
Por otra parte:

D

∂(−x3)
∂x
−
∂(3x2y)
∂y

dx dy =

D
�
−6x2

dx dy = −6
 1
−1
 1
x2
x2 dy dx
= −6
 1
−1
x2(1− x2) dx = −6
 1
−1
(x2 − x4) dx
= −6

x3
3
−
x5
5
1
−1
= −6(
2
3
−
2
5
) = −
8
5
. 
’ Ejemplo 3.29. Sea R1 la regio´n acotada del plano comprendida entre la
para´bola y = −x2+4x y el eje x, y sea R2 el c´ırculo de centro (2, 2) y radio 1.
Comprobemos que se veriﬁca el teorema de Green para el campo F : R2 → R2,
F (x, y) = (2y, 3x) y la regio´n D = R1 −R2.
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


Regio´n D = R1 −R2.
Solucio´n. F es un campo vectorial deﬁnido en R2 de clase C1, ya que sus
componentes son funciones polino´micas y por tanto son de clase C1. D es
una regio´n compacta y su frontera orientada positivamente viene dada por
∂D+ = ∂R+1 ∪ ∂R
−
2 , parametrizada por los caminos σ1 y σ2, respectivamente;
a su vez, σ1 = σ3 + σ4 :
σ3 : [0, 4]→ R2, σ3(t) = (t, 0)
σ4 : [0, 4]→ R2, σ4(t) = (4− t,−t2 + 4t)
σ2 : [0, 2π]→ R2, σ3(t) = (2 + cos t, 2− sin t)
Entonces:

∂D+
Fds =

σ1
Fds+

σ2
Fds =

σ3
Fds+

σ4
Fds+

σ2
Fds
=
 4
0
F (t, 0)(1, 0) dt+
 4
0
F (4− t,−t2 + 4t)(−1,−2t+ 4) dt+
+
 2π
0
F (2 + cos t, 2− sin t)(− sin t,− cos t) dt
=
 4
0
(0, 3t)(1, 0) dt+
 4
0
(−2t2 + 8t, 12− 3t)(−1,−2t+ 4) dt+
+
 2π
0
(−2 sin t+ 4, 3 cos t+ 6)(− sin t,− cos t) dt
=
 4
0
(8t2 − 44t+ 48) dt+
 2π
0
(2− 5 cos2 t− 4 sin t− 6 cos t) dt
=

8t3
3
− 22t2 + 48t
4
0
+

2t−
5t
2
−
5 sin 2t
4
+ 4 cos t− 6 sin t
2π
0
=
32
3
− π.
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Por otra parte,

R

∂
∂x
(3x)−
∂
∂y
(2y)

dx dy =

D
dx dy = 2 a´rea(R)
=
 4
0
(−x2 + 4x) dx− π
=

−x3
3
+ 2x2
4
0
− π =
32
3
− π. 
Una aplicacio´n interesante del teorema de Green es el ca´lculo del a´rea
de una regio´n plana encerrada por una curva de ecuaciones conocidas. Para
ello, elegimos un campo F = (M,N) de modo que ∂N∂x −
∂M
∂y sea constante.
Por ejemplo, eligiendo el campo F= (M(x, y), N(x, y)) = (0, x) y aplicando el
teorema de Green se obtiene:

∂D+
Fds =
 
D
dx dy = a´rea de D.
’ Ejercicio 3.14. Calcula el a´rea encerrada por la traza del camino σ :
[−2, 2] → R2, σ(t) = (t3 − 4t, t2 − 4). Obse´rvese que se trata de una curva
cerrada simple que se recorre en sentido horario. (Solucio´n:
256
15
u.a.)
3.3.1. Ejercicios de la seccio´n 3.3
1. Consideremos las regiones:
R1 = {(x, y) : x
2 + y2 ≤ 16}
R2 = {(x, y) : (x− 2)
2 + y2 ≤ 1}
R3 = {(x, y) : (x+ 2)
2 + y2 ≤ 1}
Sea D = R1 − (IntR2 ∪ IntR3). Veriﬁca que se cumple el teorema de
Green para el campo F : R2 → R2 dado por F (x, y) = (−y, x) y la
regio´n D. (Solucio´n: 28π.)
2. Calcula el trabajo efectuado por el campo de fuerzas F (x, y) = (y +
3x, 2y−x) al mover una part´ıcula rodeando una vez la elipse 4x2+y2 = 4
en sentido antihorario.(Solucio´n: −4π. u.t.).
3. Utiliza el teorema de Green para calcular la integral de l´ınea del campo
F : R2 → R2, F (x, y) = (2x + y,−x + 4xy) sobre la curva x2 + y2 = 1
recorrida 1 vez en sentido antihorario. (Solucio´n: −2π).
4. Calcula la integral de l´ınea del campo de fuerzas F (x, y) = (3y, 2x+5) a
lo largo de la curva frontera de la regio´n comprendida entre el cuadrado
formado por los puntos (4, 0), (−4, 0), (0,−4), (0, 4) recorrido en sentido
horario y las circunferencias con centro en (2, 0) y (−2, 0) y de radio 1,
recorrida en sentido antihorario. (Solucio´n: 2π − 16).
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5. Halla el a´rea de la regio´n plana encerrada por la elipse que tiene por
ecuacio´n
x2
a2
+
y2
b2
= 1 mediante una integral de l´ınea. (Solucio´n: π a b
u.a.).
6. Calcula 
C

e−x
2/2 − y

dx+

e−y
2/2 + x

dy,
donde C = C1

C2 siendo C1 el tria´ngulo de ve´rtices (0, 0), (3, 6), (6, 0)
recorrido en sentido antihorario y C2 la circunferencia de centro (3, 3) y
radio 1 recorrida en sentido horario. (Solucio´n: 36− 2π).
3.4. LA INTEGRAL DE SUPERFICIE
Las integrales de superﬁcie constituyen otro tipo de generalizacio´n de la
integral simple. La regio´n de integracio´n es una superﬁcie en R3, y como en el
caso de las integrales de l´ınea, el integrando puede ser una funcio´n escalar o un
campo vectorial. El estudio de estas integrales nos conducira´ a dos resultados
cla´sicos del ca´lculo en Rn: el teorema de Stokes y el teorema de la divergencia.
Las motivaciones que podemos encontrar para las integrales de superﬁcie
de funciones escalares son similares a las integrales de l´ınea (masas, momentos
promedios, etc); en el caso de funciones vectoriales estudiaremos co´mo calcular
el ﬂujo de un campo a trave´s de una superﬁcie.
Veamos a continuacio´n una breve introduccio´n a las superﬁcies en R3.
3.4.1. Superﬁcies en R3
Podemos pensar en una superﬁcie como un objeto bidimensional inmerso
en el espacio R3. Por tanto, una superﬁcie es la imagen en R3 de una funcio´n
deﬁnida en un subconjunto de R2 que es bidimensional. Vimos co´mo una curva
en el espacio se puede parametrizar mediante una funcio´n vectorial σ = σ(t)
donde t recorre un cierto intervalo I. Ana´logamente, una superﬁcie K se puede
parametrizar en el espacio mediante una funcio´n vectorial Φ = Φ(u, v) donde
(u, v) recorren una determinada regio´n D en el plano uv. Deﬁnimos, as´ı, el
concepto de superﬁcie parame´trica regular simple con el que vamos a trabajar
y que luego generalizaremos.
 Deﬁnicio´n 3.8. Sea D un dominio en R2 y sea
Φ : D ⊂ R2 → R3, Φ(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)).
A la imagen de D mediante la funcio´n Φ, K = Φ(D), se le llama superﬁcie
parame´trica.
La funcio´n Φ es una parametrizacio´n de K.
Si Φ es una funcio´n de clase C1, llamamos a K superﬁcie diferenciable o de
clase C1.
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Si Φ es inyectiva, diremos que K = Φ(D) es una superﬁcie parame´trica
simple; es decir, una superﬁcie simple es aque´lla que no tiene autointersec-
ciones.
Si los vectores
Tu(u, v) =
∂Φ
∂u
(u, v) = (
∂x
∂u
(u, v),
∂y
∂u
(u, v),
∂z
∂u
(u, v))
Tv(u, v) =
∂Φ
∂v
(u, v) = (
∂x
∂v
(u, v),
∂y
∂v
(u, v),
∂z
∂v
(u, v))
son linealmente independientes ∀(u, v) ∈ D, diremos que K = Φ(D) es una
superﬁcie parame´trica regular o suave.
Las derivadas parciales de Φ calculadas en un punto q=Φ(u0, v0) repre-
sentan, geome´tricamente, los vectores tangentes en q a las curvas Φ(u, v0) y
Φ(u0, v), respectivamente. Si en D ﬁjamos v constante, v = v0, y variamos u,
entonces Φ(u, v0) describe una curva en R3 sobre la superﬁcie K, por tanto,
Tu = ∂
Φ
∂u (u0, v0) es el vector tangente a dicha curva en el punto q. Ana´loga-
mente, si ﬁjamos u constante, u = u0, y variamos v, entonces Φ(u0, v) describe
una curva en R3 sobre la superﬁcie K y Tv = ∂
Φ
∂v (u0, v0) es el vector tangente
a dicha curva en el punto q (ver Figura 3.6).
Tv
Tu
y
x
)uv
u
v
D
z
K
q
(u0, v0 
Figura 3.6: Vectores tangentes a una superﬁcie en un punto.
Si los vectores Tu y Tv son linealmente independientes (o equivalentemente
si Tu × Tv = 0), entonces deﬁnen un plano tangente a la superﬁcie K en
q. Diremos, en este caso, que q es un punto regular. Los puntos donde las
componentes de Tu o Tv no son continuas o bien Tu× Tv es 0, se llaman puntos
singulares de K. Trabajaremos, en principio, con superﬁcies que no tienen
puntos singulares.
Si una superﬁcie parametrizada por Φ : D ⊂ R2 → R3 es regular en un
punto q = Φ(u0, v0) = (x0, y0, z0), entonces se deﬁne el plano tangente a la
superﬁcie K en el punto q como el plano determinado por los vectores Tu y Tv
y su ecuacio´n es:
(x− x0, y − y0, z − z0). Nq = 0.
’ Ejemplo 3.30. Veamos si la superﬁcie deﬁnida por x = v cosu, y = v sin u,
z = v, 0 ≤ u ≤ 2π, v ≥ 0, es de clase C1 y si es regular.
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5
0
5
5
0
5
0
2
4
Hoja superior del cono z =

x2 + y2.
Solucio´n. La parametrizacio´n Φ(u, v) = (v cosu, v sin u, v) describe la superﬁ-
cie z =

x2 + y2, que es la hoja superior de un cono con ve´rtice en (0, 0, 0). Es
diferenciable ya que cada funcio´n componente es diferenciable (como funcio´n
de u y v). Pero no es regular en (0, 0, 0) = Φ(0, 0), ya que
Tu(0, 0) =
∂Φ
∂u
(0, 0) = (−v sin u, v cosu, 0)|(0,0) = (0, 0, 0)
Tv(0, 0) =
∂Φ
∂v
(0, 0) = (cosu, sin u, 1)|(0,0) = (1, 0, 1)
por tanto, Tu(0, 0)× Tv(0, 0) = 0 y el punto (0, 0, 0) no es regular. 
’ Ejercicio 3.15. Calcula el plano tangente a la superﬁcie del ejemplo ante-
rior en el punto Φ(1, 0) = (1, 0, 1). (Solucio´n: z = x).
’ Ejemplo 3.31. Sea la regio´n D = {(u, v) : 0 ≤ u ≤ 2, 0 ≤ v ≤ 1} y sea
Φ : D ⊂ R2 → R3, Φ(u, v) = (u, v, 2u+3v+1). Veamos que K = Φ(D) es una
superﬁcie parame´trica regular simple.
Solucio´n. Φ es inyectiva: supongamos que Φ(u1, v1) = Φ(u2, v2), entonces
(u1, v1, 2u1 + 3v1 + 1) = (u2, v2, 2u2 + 3v2 + 1),
de donde se tiene, igualando componentes, que (u1, v1) = (u2, v2).
La funcio´n Φ es de clase C1 ya que sus componente son funciones polino´mi-
cas y los vectores
Tu(u, v) =
∂Φ
∂u
(u, v) = (1, 0, 2)
Tv(u, v) =
∂Φ
∂v
(u, v) = (0, 1, 3)
son linealmente independientes ∀(u, v) ∈ D. Por tanto, K = Φ(D) es una
superﬁcie parame´trica regular simple.
Esta superﬁcie representa geome´tricamente el trozo del plano z = 2x+3y+1
por encima de D. 
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Interior y frontera de una superﬁcie K.
Si σ : [a, b] → R2 es una parametrizacio´n C1 a trozos de ∂D, entonces
Φ ◦ σ : [a, b]→ R3 es una parametrizacio´n C1 a trozos de ∂K.
’ Ejemplo 3.33. Hallemos una parametrizacio´n de ∂K para las superﬁcies
dadas en el Ejemplo 3.31 y en el Ejemplo 3.32.
Solucio´n. Para el Ejemplo 3.31 una parametrizacio´n de la frontera de D es
σ = σ1 + σ2 + σ3 + σ4, donde
σ1 : [0, 2]→ R2, σ1(t) = (t, 0)
σ2 : [0, 1]→ R2, σ2(t) = (2, t)
σ3 : [0, 2]→ R2, σ3(t) = (2− t, 1)
σ4 : [0, 1]→ R2, σ4(t) = (0, 1− t)
Con esta parametrizacio´n σ esta´ orientada positivamente.
Entonces, ∂K = Φ(∂D) es la imagen del camino
µ(t) = Φ ◦ σ = Φ ◦ σ1 + Φ ◦ σ2 + Φ ◦ σ3 + Φ ◦ σ4,
donde
Φ ◦ σ1 : [0, 2]→ R3, Φ ◦ σ1(t) = (t, 0, 2t+ 1).
Φ ◦ σ2 : [0, 1]→ R3, Φ ◦ σ2(t) = (2, t, 4 + 3t+ 1).
Φ ◦ σ3 : [0, 2]→ R3, Φ ◦ σ3(t) = (2− t, 1, 8− 2t).
Φ ◦ σ4 : [0, 1]→ R3, Φ ◦ σ4(t) = (0, 1− t, 4− 3t).
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Frontera de la superﬁcie K.
Para el Ejemplo 3.32 la frontera de la regio´n D esta´ parametrizada por
σ : [0, 2π]→ R2, σ(t) = (cos t, sin t); por tanto, una parametrizacio´n para ∂K
sera´ µ : [0, 2π]→ R3, con
µ(t) = Φ◦σ(t) = Φ(cos t, sin t) = (cos t, sin t, cos2 t+ sin2 t) = (cos t, sin t, 1). 
Una superﬁcie K puede representarse mediante diferentes parametriza-
ciones.
 Deﬁnicio´n 3.10. SeaK una superﬁcie regular simple, imagen de la funcio´n
Φ : D ⊂ R2 → R3 y sea ϕ : D ⊂ R2 → R2 una funcio´n biyectiva de clase C1
deﬁnida en la regio´n D que es de tipo 1 o´ 2, de modo que
∂(ϕ1, ϕ2)
∂(s, t)
= 0. A la
funcio´n compuesta Ψ = Φ ◦ ϕ se le llama reparametrizacio´n de Φ (o de K).
La condicio´n de ser biyectiva hace que se conserve la inyectividad de Φ, la
condicio´n de que ϕ sea de clase C1 asegura que Ψ tambie´n lo sea y la condicio´n
∂(ϕ1,ϕ2)
∂(s,t) = 0 conserva la independencia lineal de los vectores derivadas, ya que:
 Propiedad 3.1.
∂Ψ
∂s
(s, t)×
∂Ψ
∂t
(s, t) =
∂(ϕ1, ϕ2)
∂(s, t)
.

∂Φ
∂u
(ϕ(s, t))×
∂Φ
∂v
(ϕ(s, t))

.
Esta relacio´n sera´ u´til ma´s adelante para ver co´mo ciertas propiedades de
las superﬁcies pueden variar o no bajo reparametrizaciones.
Veamos co´mo ampliar el concepto de superﬁcie simple a superﬁcies ma´s
generales (que llamaremos simplemente superﬁcies) donde quedara´n incluidas
las superﬁcies que puedan obtenerse ”pegando” superﬁcies simples, es decir
que sean imagen bajo una funcio´n Φ de una unio´n de regiones simples de tipo
1 o´ 2 en R2 con interiores disjuntos.
Dicha funcio´n conservara´ las propiedades de inyectividad y de indepen-
dencia lineal de las parciales salvo en las fronteras, que esta´n formadas por
una unio´n ﬁnita de gra´ﬁcas de funciones continuas. De este modo, podremos
trabajar, con superﬁcies como un cubo o una esfera.
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 Deﬁnicio´n 3.11. Sean D1, D2, ..., Dm regiones de tipo 1 o´ 2 en R2 tales
que sus interiores son disjuntos dos a dos, IntDi ∩ IntDj = ∅, i = j. Sea
D = D1 ∪D2 ∪ ... ∪Dm, sea F = ∂D1 ∪ ∂D2 ∪ ... ∪ ∂Dm y sea V = IntD1 ∪
IntD2 ∪ ... ∪ IntDm.
Sea Φ : D ⊂ R2 → R3 de clase C1 tal que:
(i). Φ : V ⊂ R2 → R3es inyectiva.
(ii). Los vectores ∂
Φ
∂u y
∂Φ
∂v son linealmente independientes ∀(u, v) ∈ V.
(iii). Φ(V ) ∩ Φ(F ) = ∅.
Entonces, aK = Φ(D) se le llama superﬁcie (o superﬁcie regular a trozos).
’ Ejemplo 3.34. Veamos que una esfera y un cono son superﬁcies.
Solucio´n. Una parametrizacio´n la esfera x2+y2+z2 = R2 se obtiene mediante
las coordenadas esfe´ricas: Φ : [0, 2π]× [0, π]→ R3,
Φ(u, v) = (R cosu sin v, R sin u sin v, R cos v).
Esta funcio´n no es inyectiva pero, como la inyectividad so´lo falla en ∂D,
s´ı cumple las condiciones de superﬁcie dada anteriormente.
En el caso del cono, vamos a parametrizar la hoja superior con ve´rtice en
el origen y altura h correspondiente a la gra´ﬁca de la funcio´n z =

x2 + y2.
Una parametrizacio´n es Φ : D −→ R3 deﬁnida por:
Φ : [0, 2π]× [0, h]→ R3, Φ(u, v) = (v cosu, v sin u, v).
Observamos que Φ no es inyectiva en ∂D, pues Φ(0, v) = Φ(2π, v) = (v, 0, v)
y Φ(u, 0) = (0, 0, 0). Adema´s, los vectores ∂
Φ
∂u y
∂Φ
∂v son linealmente dependientes
en los puntos (u, 0) ya que ∂
Φ
∂u (u, 0) = (0, 0, 0). Pero en Int(D) s´ı cumple los
requisitos de la deﬁnicio´n dada para superﬁcie. 
’ Ejercicio 3.16. Parametriza la superﬁcie deﬁnida por un cubo en R3.
3.4.2. A´rea de una superﬁcie
Como hemos visto, dada una superﬁcie regular simple, se tiene deﬁnido en
cada punto q = Φ(uo, vo) un vector normal a la superﬁcie en dicho punto, que
viene dado por:
NΦ(u0, v0) =
∂Φ
∂u
(u0, v0)×
∂Φ
∂v
(u0, v0).
A partir del plano tangente a una superﬁcie suave en cada punto, calcu-
lamos el a´rea de dicha superﬁcie. Para ello procedemos de la forma siguiente:
Tomamos una particio´n de la regio´n D en n × n recta´ngulos RDij (ver
Figura 3.7).
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Figura 3.7: Particiones en D y en K.
Trasladamos esta particio´n a la superﬁcie K. Esto es, un recta´ngulo de
D que tenga a´rea ∆u∆v se convierte, a trave´s de Φ, en una porcio´n de
K, digamos RKij , que aproximaremos mediante un paralelogramo deter-
minado por los vectores ω1 = ∂
Φ
∂u∆u y ω2 =
∂Φ
∂v∆v (ver Figura 3.8), cuya
a´rea viene dada por:
ω1 × ω2 =

∂Φ
∂u
(ui, vj)×
∂Φ
∂v
(ui, vj)
∆u∆v.
Tomando un punto de un elemento de la particio´n de D. As´ı, si pij =
(ui, vj) es el ve´rtice inferior izquierdo de cada recta´ngulo RDij , se tiene:
a´rea de RKij ≈
 NΦ(pij)
∆u∆v.
Figura 3.8: Aproximacio´n del a´rea de RKij .
Una aproximacio´n del a´rea total viene dada por:
a´rea de K ≈
n
i,j=1
 NΦ(ui, vj)
∆u∆v.
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3.4.3. Integrales de superﬁcie de funciones escalares
Supongamos que queremos calcular la masa total de una la´mina cuya forma
es la de una superﬁcie regular simple K = Φ(D) y cuya densidad es variable,
valiendo en cada punto ρ(x, y, z) gr/cm2.
(1) Si la densidad es constante, es decir, ρ(x, y, z) = ρ0 gr/cm2 para cualquier
(x, y, z) ∈ K, entonces el ca´lculo de la masa es inmediato:
M = ρ0 a´rea(K) gr.
(2) Si la densidad es variable en cada punto, tenemos que recurrir al concepto
de integral. Para ello:
DividimosK en pequen˜os recta´ngulos, RKij ; cada uno de ellos sera´ imagen
mediante Φ de un recta´ngulo RDij correspondiente a una particio´n de D
(ver ﬁgura 3.7).
Sea pij un punto cualquiera de RDij y qij = Φ(pij) un punto en R
K
ij .
Entonces:
Masa de RKij ≈ ρ(qij) a´rea(R
K
ij ).
Una aproximacio´n a la masa total es.
M ≈

i,i
ρ(qij) a´rea(R
K
ij ) =

i,i
ρ(Φ(pij))
 NΦ(pij)
∆u∆v.
Tomando l´ımites cuando las a´reas de los recta´ngulos de la particio´n de
D tienden a 0, tenemos:
Masa total =

D
ρ(Φ(u, v))
 NΦ(u, v)
 du dv.
Deﬁnicio´n 3.12. SeaK = Φ(D) una superﬁcie regular simple parametriza-
da por Φ : D ⊂ R2 → R3. Sea f : K → R una funcio´n continua deﬁnida sobre
K. Se deﬁne la integral de superﬁcie de la funcio´n f sobre K como:

K
f dS =

D
f(Φ(u, v))
 NΦ(u, v)
 du dv.
De nuevo se obtiene:

K
1 dA = a´rea(K).
Si K es unio´n de superﬁcies parame´tricas Ki, i = 1, ...,m que no se inter-
sectan, salvo quiza´s a lo largo de las curvas que deﬁnen sus fronteras, entonces:

K
fdS =
m
i=1

Ki
fdS.
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’ Ejemplo 3.37. Hallemos

K z
2 dS donde K es la esfera x2+y2+ z2 = R20.
Solucio´n. Tomamos la parametrizacio´n de la esfera:
Φ : D → R3, Φ(u, v) = (R0 cosu sin v,R0 sin u sin v, R0 cos v)
siendo D = [0, 2π]× [0, π]. Con esta parametrizacio´n se tiene que:
NΦ(u, v) = (−R
2
0 cosu sin
2 v,−R20 sin u sin
2 v,−R20 sin v cos v),
de donde
 NΦ(u, v)
 = R20 |sin v|; entonces:

K
z2dS =

D
(R0 cos v)
2 R20 |sin v| du dv = R
4
0
 2π
0
 π
0
cos2 v sin v dv du
= R40
 2π
0

−
cos3 v
3
π
0
du = R402π (
1
3
+
1
3
) =
4πR40
3
. 
’ Ejemplo 3.38. Calculemos la masa del trozo de cono z =

x2 + y2 que
queda por debajo del plano z = 2, si la densidad en cada punto es igual a su
distancia al plano xy (gr/cm2).
Solucio´n. La funcio´n de densidad viene dada por:
ρ(x, y, z) = z.
Puesto que consideramos el trozo de cono por debajo del plano z = 2, una
parametrizacio´n para esta superﬁcie viene dada por:
Φ : D → R3, Φ(u, v) = (v cosu, v sin u, v)
con D = [0, 2π]× [0, 2]. En este caso,
NΦ(u, v) =

i j k
−v sin u v cosu 0
cosu sin u 1

= (v cosu, v sin u,−v)
y su mo´dulo es
 NΦ(u, v)
 =
√
2 v.
Entonces, la masa de la superﬁcie K = Φ(D) es:
MT =

K
ρ dS =

D
ρ(Φ(u, v))
 NΦ(u, v)
 du dv
=

D
v
√
2 v du dv =
 2π
0
 2
0
v2
√
2 du dv
= 2π
√
2

v3
3
2
0
= 2π
√
2
8
3
=
16π
3
√
2 gr. 
’ Ejercicio 3.19. Supongamos una la´mina triangular cuya forma es la por-
cio´n del plano x+y+z = 1 que se encuentra en el primer octante. Supongamos
que la densidad de la la´mina en cada punto (x, y, z) es proporcional al cuadra-
do de la distancia del punto al origen, siendo 1 gr/cm2 en el punto (1, 0, 0).
Calcula la masa total de la la´mina. (Solucio´n:
√
3
4 gr).
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3.4.4. Aplicaciones de las integrales de superﬁcie de fun-
ciones escalares
Entre las aplicaciones de las integrales de superﬁcie de funciones escalares
tenemos, adema´s del ca´lculo de la masa total de una la´mina ya visto, el ca´lculo
de centros de masa, momentos y valor medio de una funcio´n deﬁnida sobre una
superﬁcie, con fo´rmulas ana´logas al caso de integrales de camino.
1. Masa de una la´mina en R3. Si la la´mina constituye una superﬁcie parame´tri-
ca K, su masa es:
M =

K
1 dS.
2. Centro de masas de una la´mina en R3. Las coordenadas (x¯, y¯, z¯) del
centro de masas vienen dadas por:
x¯ =

K x ρ dS
K ρ dS
, y¯ =

K y ρ dS
MT
, z¯ =

K z ρdS
MT
,
siendo ρ = ρ(x, y, z) la densidad en cada punto de la superﬁcie K.
3. Promedios. El valor promedio de una funcio´n f sobre una superﬁcie K
es:
f¯K =

K fdS
A´rea(K)
.
’ Ejemplo 3.39. Hallemos la densidad promedio del cono del Ejemplo 3.38.
Solucio´n.
ρ¯ =

K ρ dS
A(K)
=
MT

D
 NΦ(u, v)
 du dv
=
MT
D
√
2du dv
=
MT 2π
0
 2
0
√
2dr dθ
=
16π
3
√
2
√
2 2π2
=
4
3
gr/cm2. 
’ Ejemplo 3.40. Calculemos las coordenadas del centro de masa de la super-
ﬁcie parabo´lica K = Φ(D), Φ : D ⊂ R2 → R3, con D = {(u, v) : u2 + v2 ≤ 1},
Φ(u, v) = (u, v, u2 + v2), suponiendo que se trata de un cuerpo homoge´neo.
Solucio´n. Puesto que el cuerpo es homoge´neo, la densidad es constante en
toda la superﬁcie, supongamos que vale ρ0, y adema´s se tiene, por simetr´ıa de
la superﬁcie, que x¯ = y¯ = 0.
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z¯ =

K z ρ dS
MT
=

K z ρ0 dS
K ρ0 dS
=

K z dS
A(K)
=

D(u
2 + v2)
 NΦ(u, v)
 du dv
A(K)
=
1
A(K)

D
(u2 + v2)
√
4u2 + 4v2 + 1du dv =
1
A(K)
 2π
0
 1
0
r3
√
4r2 + 1 dr dθ
=
2π
A(K)
 1
0
r3
√
4r2 + 1 dr = (cambio z =
√
4r2 + 1) =
π/8
A(K)
 √5
1
(z4 − z2) dz
=
1
A(K)
π
8

z5
5
−
z3
3
√5
1
= d
1
A(K)
π
12
(5
√
5 +
1
5
) = (por ejercicio 3.17)
=
6
π(5
√
5− 1)
π(5
√
5 +
1
5
)
12
=
(5
√
5 +
1
5
)
2(5
√
5− 1)
≈ 0,5589. 
’ Ejercicio 3.20. Calcula el centro de masas de la superﬁcie anterior a la
que le hemos an˜adido ”tapa”. (Solucio´n:
π
12(5
√
5 + 15) + π
π
6 (5
√
5− 1) + π
≈ 0,7225).
3.4.5. Integrales de superﬁcie de funciones vectoriales
La idea f´ısica asociada a este concepto es el ﬂujo de un campo vectorial a
trave´s de una superﬁcie K.
F
K
Flujo a trave´s de una superﬁcie.
Supongamos que F : R3 → R3 es un campo continuo en R3 y que K es
una superﬁcie regular simple. Si F representa el campo de velocidades de un
ﬂuido (supongamos que F (q) esta´ dado en m/sg), se trata de ver cua´l es el
ﬂujo (cantidad de l´ıquido por segundo, m3/sg) de e´ste a trave´s de la superﬁcie
K.
Adema´s, tendremos que indicar si el ﬂujo ”sale” o ”entra” a trave´s de una
superﬁcie. Para ello se introduce el concepto de orientacio´n de superﬁcies.
Diremos que una superﬁcie K es orientable si podemos distinguir cua´l es
cada uno de sus lados, por ejemplo, pintando cada uno de un color distinto.
Si la superﬁcie es simple, su frontera separa cada uno de sus lados. Si es
una superﬁcie ma´s general como una esfera, sus lados se identiﬁcan con su
interior y su exterior.
B. Campos/C. Chiralt
157
c UJI
18Beatriz Campos / Cristina Chiralt - ISBN:  978-84-694-0641-0 Cálculo integral - UJI
Un ejemplo de superﬁcie no orientable en R3 es la banda de Moe¨bius (ver
Figura 3.9), en la que no podemos distinguir dos caras.
Figura 3.9: Cinta de Moe¨bius.
La propiedad de ser orientable se determina mediante los vectores normales
que apuntara´n en la direccio´n de uno de sus lados.
 Deﬁnicio´n 3.13. Se deﬁne campo de vectores normales a una super-
ﬁcie K, al campo N : K → R3 que a cada q ∈ K le asocia un vector normal a
K en q, N(q), no nulo y con norma 1.
Entonces:
 Deﬁnicio´n 3.14. Una superﬁcie K es orientable si existe un campo de
vectores normales a K continuo.
Deﬁnido un campo de vectores normales queda asignada una orientacio´n.
 Deﬁnicio´n 3.15. Al par (K, N) se le llama superﬁcie orientada.
Toda superﬁcie parame´trica simple es orientable pues podemos tomar como
campo de vectores normales al campo deﬁnido por:
N =
NΦ NΦ

.
y
Tv
x
Tu
z
K
q
N
Vector normal a una superﬁcie.
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Un cambio de parametrizacio´n puede producir un cambio de orientacio´n,
por tanto, hablaremos de parametrizaciones que conservan la orientacio´n o
invierten la orientacio´n.
’ Ejemplo 3.41. Consideremos la superﬁcie parabo´licaK = Φ(D), parametriza-
da por Φ : {(u, v) : u2+ v2 ≤ 10} → R3, con Φ(u, v) = (u, v, u2+ v2). ¿Cua´l es
la orientacio´n inducida por esta parametrizacio´n?
Solucio´n. La orientacio´n inducida por esta parametrizacio´n viene dada por el
vector:
NΦ =
∂Φ
∂u
(u, v)×
∂Φ
∂v
(u, v) = (−, 2u,−2v, 1).
Orientacio´n del paraboloide.
Dibujando un vector normal en algu´n punto de la superﬁcie, por ejemplo
en el punto (0, 0, 0) = Φ(0, 0) donde el vector NΦ es (0, 0, 1), observamos que
apunta hacia Z+, es decir, hacia el ”interior” del paraboloide. 
Por tanto, para calcular el ﬂujo de un campo a trave´s de una superﬁcie
consideraremos superﬁcies orientables.
Para cada punto q ∈ K, el vector F (q) puede descomponerse como suma
de los vectores FT (q) y FN(q) donde FT (q) se encuentra en el plano tangente a
K y FN(q) es ortogonal a FT (q), es decir, es normal a la superﬁcie K en q. De
estas dos componentes, la que proporciona informacio´n sobre el ﬂujo es FN(q),
que es la que esta´ atravesando la superﬁcie (ver Figura 3.10).
Figura 3.10: Componente normal del campo F .
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De hecho nos interesa su mo´dulo FN(q) :
FN(q) = proy N F (q) = F (q) · N(q)
puesto que
proyvu =
u · v
v2
v y
 N
 = 1.
Si N(q) es el vector que nos deﬁne la orientacio´n de K, tomamos como
”lado exterior” el lado hacia el que apunta dicho vector. As´ı, diremos que:
El ﬂujo sale de K si FN(q) y N(q) coinciden en sentido; si tienen sentido
opuesto, diremos que el ﬂujo entra en K (ver Figura 3.11).
Figura 3.11: (a) Flujo que sale de K. (b) Flujo que entra en K.
Veamos co´mo obtener el ﬂujo de un campo F a trave´s de una superﬁcie K.
Sea una superﬁcie parame´trica K = Φ(D), donde Φ : D → R3 es una
parametrizacio´n de K con la orientacio´n de K deﬁnida por el campo continuo
N : K → R3:
Tomemos una particio´n de D en n× n recta´ngulos RDij , las ima´genes de
cada uno de ellos, RKij , proporcionan una particio´n de la superﬁcie K.
Sea pij un punto cualquiera de RDij y consideremos su imagen qij = Φ(pij).
Una estimacio´n aproximada del ﬂujo del campo F a trave´s del recta´ngulo
RKij se obtiene al multiplicar FN(qij) por el a´rea de R
K
ij :
Flujo a trave´s de RKij ≈ FN(qij)a´rea(R
K
i ) = (F (qij) · N(qij)) a´rea(R
K
i ),
es decir,
Flujo a trave´s de RKij ≈ (F (Φ(pij)) · N(Φ(pij)))
 NΦ(pij)
∆u ∆v.
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Por tanto, una aproximacio´n del ﬂujo de F a trave´s de K viene dada
por,
Flujo a trave´s de K ≈
n
i,j=1
(F (Φ(pij)) · N(Φ(pij)))
 NΦ(pij)
∆u ∆v,
que es una suma de Riemann sobre D.
Tomando l´ımites cuando las a´reas de los recta´ngulos de la particio´n de
D tienden a 0, tenemos:
Flujo a trave´s de K =

D
(F (Φ(u, v)) · N(Φ(u, v)))
 NΦ(u, v)
 dudv.
Puesto que el producto (F (Φ(u, v)) · N(Φ(u, v))) constituye una funcio´n
escalar, esta integral se reduce a una integral de superﬁcie de una funcio´n
escalar.
Deﬁnicio´n 3.16. SeaK = Φ(D) una superﬁcie regular simple parametriza-
da por Φ : D ⊂ R2 → R3 con la orientacio´n deﬁnida por el campo de vectores
normales N : K → R3. Sea F : U ⊆ R3 → R3 un campo vectorial continuo
deﬁnido en un abierto U que contiene a K. Se deﬁne la integral de superﬁcie
del campo F sobre K (o tambie´n ﬂujo de F a trave´s de K) como:

K
FdS =

K
F · N dS =

D
(F (Φ(u, v)) · N(Φ(u, v)))
 NΦ(u, v)
 dudv.
Si se toma la orientacio´n inducida por la parametrizacio´n, es decir, si se
considera
N(q) =
NΦ(u, v) NΦ(u, v)

, para q = Φ(u, v),
entonces: 
KΦ
FdS =

D
(F (Φ(u, v)) · NΦ(u, v))du dv.
Tambie´n se aplica el te´rmino ﬂujo de F a trave´s de K cuando F representa
un campo magne´tico o ele´ctrico.
Las integrales de superﬁcie tambie´n se aplican al estudio de ﬂujo de calor.
Si T (x, y, z) es la temperatura en un punto (x, y, z), siendo T una funcio´n de
clase C1, entonces el calor ﬂuye segu´n el campo vectorial:
F = −k∇T, k > 0.
Por tanto,

K
FdS es la tasa total de ﬂujo de calor o ﬂujo a trave´s de K.
’ Ejemplo 3.42. Sea K la parte de paraboloide z = 1 − (x2 + y2) que
esta´ encima del disco unidad D. Calculemos el ﬂujo del campo F (x, y, z) =
(x, y, z) a trave´s de esta superﬁcie en la direccio´n de la normal unitaria superior.
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Φ : D → R3, Φ(u, v) = (a cosu sin v, a sin u sin v, a cos v) con D = [0, 2π]×
[0, π]. En este caso,
 NΦ(u, v)
 = a2 |sin v| , entonces,
ﬂujo =

D
1
a
(a2 sin2 v)a2 sin v du dv = a3
 2π
0
 π
0
sin3 v dv du
= 2πa3
 π
0
sin3 v dv = 2πa3

1
3
cos3 v − cos v
π
0
= 2πa3(2−
2
3
) =
8
3
πa3. 
’ Ejemplo 3.44. Sea K la esfera unitaria x2 + y2 + z2 = 1 orientada con la
normal exterior. Supongamos que la temperatura en cada punto de K viene
dada por T (x, y, z) = x2 + y2 + z2. Hallemos el ﬂujo de calor a trave´s de K si
k = 1.
Solucio´n. Tenemos que
F = −∇T (x, y, z) = (−2x,−2y,−2z).
Tomando el vector unitario apuntando hacia el exterior N(x, y, z) = (x, y, z),
tenemos:
ﬂujo =

K
FdS =

K
F · NdS =

K
−2 dS = −2A(K) = −8π.
Que el ﬂujo salga negativo indica que el calor ﬂuye en sentido contrario al
vector N, es decir, entra en la esfera. 
3.4.6. Ejercicios de la seccio´n 3.4
1. Calcula el a´rea de la superﬁcie K formada por el trozo de esfera x2 +
y2 + z2 = 16 que queda por encima del plano z = 3 y el trozo de plano
z = 3 que forma la tapa. (solucio´n: 15π u.a.).
2. Calcula la masa de una la´mina que viene dada por la superﬁcie del tetrae-
dro de caras z = 0, y = 0, x + z = 1 y y = x y cuya densidad en cada
punto del tetraedro es ρ(x, y, z) = x y. (Solucio´n:
√
2
8 u.m.).
3. Halla la temperatura media de la superﬁcie z = 2 −

x2 + y2, z ≥ 0
siendo la temperatura en cada punto proporcional a su distancia al plano
xy. (Solucio´n: 23k).
4. Calcula las coordenadas del centro de masa de la superﬁcie parabo´li-
ca K = Φ(D), Φ : D ⊂ R2 → R3, con D = {(u, v)/u2 + v2 ≤ 1},
Φ(u, v) = (u, v, u2 + v2), suponiendo que se trata de un cuerpo ho-
moge´neo. (Solucio´n: (0, 0, 0,5589)).
5. Sea K la porcio´n de esfera x2+y2+ z2 = 16 que se encuentra por debajo
del plano z = 2. Calcula su masa total si la densidad en cada punto de
la esfera es igual a la distancia de dicho punto al plano XY. (Solucio´n:
80π u.m.).
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6. Halla la densidad media de la la´mina del Ejercicio 3.19. (Solucio´n: 12
gr/cm2).
7. Calcula el ﬂujo del campo vectorial F (x, y, z) = (3z,−4, 4y) a trave´s de
la superﬁcie K utilizando el vector normal unitario orientado hacia Z+,
siendo K el trozo del plano x+ y+ z = 1 en el primer octante.(Solucio´n:
−5
6
).
8. Halla la masa del trozo de cono z =

x2 + y2 que queda por debajo del
plano z = 2 si la densidad en cada punto es igual a su distancia al plano
XY (gr/cm2). (solucio´n: 16
√
2
3 gr).
9. Calcula el ﬂujo total del campo F (x, y, z) = (xy, 4yz2, yz) saliendo del
cubo unidad 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1. (Solucio´n: 73).
10. Calcula el ﬂujo del campo F (x, y, z) = (3z,−4, y) a trave´s de la superﬁcie
dada por el trozo de cilindro parabo´lico z = 1−y2 cortado por los planos
x = 0 y y = x, situada en el primer octante. Dibuja en que´ direccio´n
atraviesa el campo dicha superﬁcie. (Solucio´n: −73).
11. Calcula el ﬂujo del campo F (x, y, z) = (−y, x, z) a trave´s de la superﬁcie
K, siendo K la porcio´n del paraboloide z = 16 − (x2 + y2) cortada por
el cilindro x2 + (y − 1)2 = 1. (Solucio´n: 292 π).
12. Calcula el ﬂujo del campo
−→
F (x, y, z) = (x+y+z, xyz,

x2 + y2) a trave´s
de la porcio´n del plano 2y + z = 3 que queda dentro de z = 3− x2 − y2.
Indica la direccio´n del ﬂujo. (Solucio´n: 329 ).
13. Calcula el ﬂujo del campo F (x, y, z) = (y,−x,−z) a trave´s de la superﬁ-
cie K, siendo K la porcio´n del cono 3−

x2 + y2 comprendida entre los
planos z = 0 y z = 2. Razona hacia do´nde se dirige el ﬂujo. (Solucio´n:
−203 π).
14. Calcula el ﬂujo del campo F (x, y, z) = (2x, y, 2z) a trave´s de la superﬁcie
K,deﬁnida por el paraboloide z = 4 − x2 − y2 que queda comprendido
entre los planos z = 1 y z = 3. (Solucio´n: 20π).
3.5. TEOREMA DE STOKES Y TEOREMA
DE LA DIVERGENCIA
3.5.1. Teorema de Stokes
El teorema de Stokes constituye una generalizacio´n a R3 del teorema de
Green. Este teorema establece la relacio´n entre la integral de l´ınea de un campo
F a lo largo de la frontera de una superﬁcie K y la integral de superﬁcie sobre
K de un cierto campo vectorial, llamado campo rotacional de F . Leyes como
la de Ampe`re y la de Faraday son consecuencia del teorema de Stokes.
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 Deﬁnicio´n 3.17. Sea F : U ⊆ R3 → R3 un campo vectorial diferenciable
deﬁnido en el abierto U de R3, F = (F1, F2, F3). Se deﬁne el rotacional de F
en un punto p ∈ U, denotado por rot F (p), al vector:
rotF (p) = (
∂F3
∂y
−
∂F2
∂z
,
∂F1
∂z
−
∂F3
∂x
,
∂F2
∂x
−
∂F1
∂y
)
donde las parciales de las componentes de F se evalu´an en el punto p.
Esta deﬁnicio´n nos permite hablar del campo rotacional:
rot F : U ⊆ R3 → R3.
Para entender co´mo actu´a el campo rotacional sobre un punto basta imagi-
narnos el desagu¨e de un fregadero y observar el movimiento de unas aspas en
el agua al caer en e´l. Si las aspas no giran el rotacional es cero.
El rotacional se puede calcular del siguiente modo:
rotF = ∇× F
donde ∇ = (
∂
∂x
,
∂
∂y
,
∂
∂z
) y se le llama operador nabla.
Es inmediato que si un campo es conservativo entonces su rotacional es
siempre cero, es decir, es un campo irrotacional. La implicacio´n contraria no
se veriﬁca a menos que el dominio U del campo sea un conjunto simplemente
conexo.
’ Ejemplo 3.45. Hallemos el rotacional del campo F : R3 → R3,
F (x, y, z) = (3xy, x2 + 2y + z, x− yz).
Solucio´n.
rotF (p) = (
∂F3
∂y
−
∂F2
∂z
,
∂F1
∂z
−
∂F3
∂x
,
∂F2
∂x
−
∂F1
∂y
)
=

i j k
∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
3xy x2 + 2y + z x− yz

= (−z − 1,−1,−x). 
Antes de enunciar el teorema de Stokes tenemos en cuenta las siguientes
consideraciones:
Dada una superﬁcie K = Φ(D) parametrizada por la funcio´n Φ, para
que se veriﬁque el teorema deberemos tomar la orientacio´n que esta
parametrizacio´n proporciona.
La regio´n D ha de veriﬁcar el teorema de Green.
Si σ un camino seccionalmente C1 que parametriza a ∂D+, es decir,
parametriza la frontera de D orientada positivamente entonces la com-
posicio´n µ = Φ ◦ σ es un camino seccionalmente C1 que parametriza a
∂K+.
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 Teorema 3.4 (Teorema de Stokes). Sea K una superﬁcie regular simple
orientable parametrizada por la funcio´n Φ : D ⊆ R2 → R3 de clase C2 que
proporciona una orientacio´n de K y sea F : U ⊆ R3 → R3 un campo vectorial
de clase C1 deﬁnido en un abierto U de R3 que contenga a K. Entonces:

∂K+
F dµ =

KΦ
rotF dS.
El teorema de Stokes puede aplicarse a superﬁcies seccionalmente simples,
como se vera´ en algunos de los ejemplos que mostraremos.
 Nota 3.9. La orientacio´n de la superﬁcie KΦ y la orientacio´n de su frontera
∂K+, como muestra la Figura 3.12, responden a la regla de la mano derecha,
dependiendo de la orientacio´n que nos da la parametrizacio´n de la superﬁcie.
NI
KI
NI
KI
Figura 3.12: Orientacio´n superﬁcie positiva de ∂K+.
’ Ejemplo 3.46. Sea F el campo vectorial F : R3 → R3, F (x, y, z) =
(xy, 2xz, 3yz) y sea K la porcio´n del plano x+ y+ z = 1 en el primer octante.
Comprobemos que se cumple el teorema de Stokes.
1
x
0
1
y
1
z
Plano x+ y + z = 1.
Solucio´n. Tenemos que F es un campo vectorial de clase C1 deﬁnido en R3 y
K es una superﬁcie regular simple orientable.
Consideremos la parametrizacio´n Φ : D ⊆ R2 → R3, dada por
Φ(u, v) = (u, v, 1− u− v)
de clase C2, con
D = {(u, v) ∈ R2 : 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 1− u}.
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En este caso, NΦ = (1, 1, 1) nos da la orientacio´n requerida. El camino
que parametriza a ∂K+ viene dado por µ = Φ ◦ σ, siendo σ el camino que
parametriza a ∂D+. As´ı, se obtiene que µ = µ1 + µ2 + µ3, con
µ1 : [0, 1]→ R3, µ1(t) = (t, 0, 1− t)
µ2 : [0, 1]→ R3, µ2(t) = (1− t, t, 0)
µ3 : [0, 1]→ R3, µ3(t) = (0, 1− t, t)
entonces,

∂K+
Fdµ =

µ1
Fds+

µ2
Fds+

µ3
Fds =
 1
0
(0, 2t(1− t), 0) · (1, 0,−1)dt+
 1
0
((1− t)t, 0, 0) · (−1, 1, 0)dt+
 1
0
(0, 0, 3t(1− t)) · (0,−1, 1)dt
=
 1
0
−t(1− t)dt+
 1
0
3t(1− t)dt =
 1
0
2t(1− t)dt
= 2

t2
2
−
t3
3
1
0
= 2(
1
2
−
1
3
) =
1
3
.
Comprobemos el teorema calculando la integral de superﬁcie del campo
rotF sobre K.
rotF (x, y, z) =

i j k
∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
xy 2xz 3yz

= (3z − 2x, 0, 2z − x)
entonces,
 
KΦ
rotF dS =

D
(rotF (Φ(u, v)) · NΦ(u, v))dudv
=

D
(3(1− u− v)− 2u, 0, 2(1− u− v)− u) · (1, 1, 1)dudv
=
 1
0
 1−u
0
(5− 8u− 5v) dv du =
 1
0

5v − 8uv −
5v2
2
1−u
0
du
=
 1
0
(5(1− u)− 8u(1− u)−
5(1− u)2
2
) du =
1
3
. 
’ Ejemplo 3.47. Utilizando el teorema de Stokes, evaluemos la integral de
l´ınea 
C
−y3dx+ x3dy − z3dz
donde C es la curva interseccio´n del cilindro x2+y2 = 1 y el plano x+y+z = 1
y la orientacio´n de C corresponde al sentido antihorario en el plano XY.
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Es decir,
div F = ∇ · F .
El teorema de la divergencia para campos en R3 relaciona la integral de
superﬁcie de un campo F sobre una superﬁcie cerrada K con la integral triple
de div F sobre la regio´n Ω encerrada por K. Las superﬁcies consideradas sera´n
fronteras de regiones Ω ⊆ R3 que sean de los tres tipos estudiados en el segundo
tema, a las que llamamos regiones elementales. Se tiene entonces el siguiente
teorema, que generaliza al que se vio en el caso del plano:
 Teorema 3.5 (Teorema de la divergencia). Sea Ω una regio´n elemental de
R3 y sea K la frontera de Ω orientada con sus vectores normales apuntando
hacia su exterior y parametrizada por la funcio´n Φ : D ⊂ R2 → R3. Si F :
U ⊆ R3 → R3 es un campo vectorial de clase C1 deﬁnido en un abierto U que
contenga a Ω, entonces:
 
K
FdS =
  
Ω
div Fdx dy dz.
Este teorema se puede extender a regiones ma´s generales que se puedan
dividir en varias subregiones elementales, como es el caso de regiones limitadas
por dos superﬁcies cerradas, una dentro de otra.
Podemos interpretar el teorema de la forma siguiente: el ﬂujo neto de un
campo saliendo a trave´s de una superﬁcie cerrada se puede calcular al integrar
la divergencia del campo sobre la regio´n so´lida que encierra. Por ejemplo, la ley
de Gauss establece que el ﬂujo ele´ctrico del campo E hacia el exterior de una
superﬁcie cerrada es igual a la carga total Q en el interior de dicha superﬁcie.
 Nota 3.10. Si al calcular el ﬂujo saliendo se obtiene un valor negativo,
signiﬁca que el ﬂujo va en sentido contrario, es decir, entra a trave´s de dicha
superﬁcie.
’ Ejemplo 3.48. Dado el campo constante F : R3 → R3, F (x, y, z) =
(α, β, γ), demostremos que el ﬂujo de F a trave´s de una superﬁcie K cerrada
es 0.
Solucio´n. Un campo constante tiene div F (p) = 0. Si K es una superﬁcie
cerrada, sera´ frontera de una regio´n Ω y entonces, puesto que F es un campo
vectorial de clase C1 deﬁnido en R3, podemos aplicar el teorema de la diver-
gencia y se tiene que:
 
K
FdS =
  
Ω
div F dx dy dz =
  
Ω
0 dx dy dz = 0. 
’ Ejemplo 3.49. Sea K la frontera de la regio´n limitada inferiormente por
el cono z =

x2 + y2 y superiormente por la esfera x2 + y2 + z2 = 4. Dado el
campo vectorial F (x, y, z) = (4xy, xz, 4yz + z), calculemos el ﬂujo que sale a
trave´s de la superﬁcie K.
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4. Veriﬁca que se cumple el teorema de Stokes para la superﬁcie K formada
por el trozo de paraboloide z = 2− (x2 + y2) que queda por encima del
plano z = 1, en el primer octante, y para el campo vectorial F (x, y, z) =
(−z2, xy, −2xz). (Solucio´n: 13).
5. Calcula el ﬂujo del rotacional del campo F (x, y, z) = (z − y, z, x y) a
trave´s de la superﬁcie K deﬁnida por el trozo de paraboloide z = x2+y2
que queda por encima del recta´ngulo R = [−2, 2] × [−2, 2]. Veriﬁca que
se cumple el teorema de Stokes. (Solucio´n: 16).
6. Calcula el ﬂujo del campo vectorial F (x, y, z) = (x y, y z2, z x2) que sale
a trave´s de la superﬁcie S frontera del so´lido limitado por los cilindros
x2 + y2 = 4, x2 + y2 = 9 y los planos z = 0 y z = 2. (Solucio´n: 2353 π).
7. Sea K la porcio´n de paraboloide z = x2x2 + 2y2 que queda dentro
del cilindro x2 + y2 − y = 0. Si G = rotF , siendo el campo vectorial
F (x, y, z) = (y, z,−y), calcula el ﬂujo de G a trave´s de la superﬁcie K
aplicando el teorema de Stokes. (Solucio´n: −π4 ).
8. Veriﬁca el teorema de la divergencia para el campo F (x, y, z) = (xy, xz, yz)
y la superﬁcie formada por los planos coordenados y la porcio´n del plano
x+ y + z = 1 que se encuentra en el primer octante. (Solucio´n: 112).
9. Usa el teorema de Stokes para calcular la integral de
l´ınea

C
F · dσ,siendo
F (x, y, z) =

arctan
x
y
, ln

x2 + y2, 1

y C: tria´ngulo de ve´rtices (0, 0, 0) , (0, 0, 2) , (1, 1, 1). (Solucio´n: 0).
10. (a) Halla el volumen encerrado por la superﬁcie cerrada K formada por
el trozo de esfera x2+y2+z2 = 16 que queda por debajo del plano z = 3
y el trozo de plano z = 3 que forma la tapa.(Solucio´n: 2453 π).
(b) Calcula el ﬂujo del campo vectorial F (x, y, z) = (x, y, z) entrando
por dicha superﬁcie. (Solucio´n: −245π).
11. (a) Calcula la integral de l´ınea del campo vectorial F (x, y, z) = (−y, y z, x y)
a lo largo de la curva deﬁnida por la interseccio´n de la esfera x2+y2+z2 =
4 y el plano z = 1, indicando el sentido de recorrido elegido.
(b) Veriﬁca que se cumple el teorema de Stokes calculando la integral
anterior mediante una integral de superﬁcie.
(Solucio´n: 3π en sentido antihorario y −3π en sentido horario).
B. Campos/C. Chiralt
172
c UJI
17Beatriz Campos / Cristina Chiralt - ISBN:  978-84-694-0641-0 Cálculo integral - UJI
Ape´ndice A
GRA´FICAS EN
COORDENADAS POLARES
Consideremos un sistema de referencia formado por un punto ﬁjo del plano
llamado polo al que designamos por O, y una semirrecta que parte de e´l,
llamada eje polar.
(r,T)
Eje polar 
ST T
O
(-r,T)
Sistema de referencia en coordenadas polares.
Un punto del plano esta´ representado en coordenadas polares por (r, θ) si
dicho punto esta´ a una distancia |r| del polo sobre la semirrecta θ si r > 0 y
sobre la semirrecta π + θ si r < 0.
Las coordenadas polares no son u´nicas, los pares (r, θ) = (r, θ + 2kπ) rep-
resentan un mismo punto ∀k ∈ Z.
El polo O viene representado por el par (0, θ) y si tenemos radios negativos
consideramos (−r, θ) = (r, π+θ) convirtiendo de esta manera el valor del radio
en positivo.
La relacio´n entre las coordenadas polares (r, θ) y las coordenadas rectan-
gulares (x, y) viene dada por las expresiones siguientes:
x = r cos θ, y = r sin θ;
y la transformacio´n inversa:
tan θ =
y
x
, r =

x2 + y2.
B. Campos/C. Chiralt
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Representacio´n gra´ﬁca de funciones en coorde-
nadas polares
Para representar la gra´ﬁca de una funcio´n en coordenadas polares r = ϕ(θ)
podemos seguir los pasos siguientes:
(1) Representacio´n gra´ﬁca de la funcio´n trigonome´trica si aparece en la
expresio´n r = ϕ(θ) sobre el eje de coordenadas cartesianas.
(2) Simetr´ıas:
Si ϕ(−θ) = ϕ(θ) hay simetr´ıa respecto del eje polar.
Si ϕ(π − θ) = ϕ(θ) hay simetr´ıa respecto de la recta θ =
π
2
.
Si ϕ(π + θ) = ϕ(θ) hay simetr´ıa respecto del polo.
(3) Paso de la gra´ﬁca por el polo:
Teniendo en cuenta que en el polo el radio vale cero, para hallar el paso
de la funcio´n por el polo calcularemos los valores del a´ngulo ϕ tales que
r = ϕ(θ) = 0.
(4) Valores ma´ximos y mı´nimos del radio:
Los valores ma´ximos y mı´nimos del radio corresponden a los valores de
ϕ tales que r = ϕ(θ) = 0.
(5) Tramos de representacio´n:
Con los valores de ϕ obtenidos en los dos u´ltimos apartados (3) y (4) se
toman los intervalos de construccio´n de la gra´ﬁca y en cada uno de ellos
se estudia si el valor del radio r crece o decrece.
(6) Representacio´n gra´ﬁca:
Por u´ltimo se representa la gra´ﬁca con la informacio´n obtenida.
’ Ejemplo A.1. Representemos gra´ﬁcamente la cardiode r = ϕ(θ) = 1+sin θ.
Solucio´n.
(1) Representamos la funcio´n seno en coordenadas cartesianas.
2 Π Π Π 2 Π
x
1
1
y
Funcio´n sinx.
(2) Simetr´ıas.
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ϕ(−θ) = 1 + sin−θ = 1− sin θ, no hay simetr´ıa respecto del eje polar.
ϕ(π − θ) = 1 + sinπ − θ = 1 + sin θ, existe simetr´ıa respecto de θ =
π
2
.
ϕ(π + θ) = 1 + sinπ + θ = 1− sin θ, no hay simetr´ıa respecto del polo.
(3) Paso de la gra´ﬁca por el polo.
r = 0 =⇒ 1 + sin θ = 0 =⇒ sin θ = −1 =⇒ θ =
3π
2
,
7π
2
, · · ·
(4) Valores ma´ximos y mı´nimos del radio.
r = 0 =⇒ cos θ = 0 =⇒ θ =
π
2
,
3π
2
,
5π
2
,
7π
2
, · · ·
(5) Tramos de representacio´n.

0, π2

el radio crece pasando del punto (0, 1) al punto (π2 , 2),

π
2 ,
3π
2

el radio decrece pasando del punto (π2 , 2) al punto (
3π
2 , 0),

3π
2 , 2π

el radio crece pasando del punto (3π2 , 0) al punto (2π, 2).
(6) Representacio´n gra´ﬁca.
3.0 2.5 2.0 1.5 1.0 0.5
1.5
1.0
0.5
0.5
1.0
1.5
Cardiode r = ϕ(θ) = 1− 2 cos θ.
’ Ejercicio A.1. Dibuja la gra´ﬁca de la cardiode r = 1− 2 cos θ.
Solucio´n:
1.0 0.5 0.5 1.0
0.5
1.0
1.5
2.0
Cardiode r = ϕ(θ) = 1 + sin θ
’ Ejercicio A.2. Representa gra´ﬁcamente las funciones dadas en coorde-
nadas polares que se dan a continuacio´n.
a) r = 3 cos θ. b) r = 2 sin θ.
c) r2 = cos 2θ (lemniscata). d) r = 3 cos 2θ (rosa de cuatro pe´talos).
e) r = sin 3θ (rosa de tres pe´talos).
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Solucio´n.
(a) (b) (c)
(d) (e)
Curvas en coordenadas polares.
Resumen de las gra´ﬁcas en coordenadas polares
Circunferencias.
• Si tienen el centro en el origen de coordenadas y radio a > 0: r = a.
• Si tienen el centro en el eje de las X y radio a: r = 2a cos θ.
• Si tienen el centro en el eje de las Y y radio a: r = 2a sin θ.
(f) r = a. (g)
r = 2a cos θ.
(h)
r = 2a sin θ.
Circunferencias.
Cardiodes. Las funciones en coordenadas polares de una cardiode son:
r = a+ b sin θ; r = a+ b cos θ.
• Si |a| > |b|: la cardiode no pasa por el polo.
• Si |a| < |b|: la cardiode tiene rizo interior.
B. Campos/C. Chiralt
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1 1
3
(i) r = 1 + 2 sin θ.
2
1
1
(j) r = 1 + cos θ.
Cardiodes.
Lemniscatas. Las funciones que determinan las lemniscatas son:
r2 = a sin 2θ o bien r2 = a cos 2θ
siendo a > 0.
(k) r2 = sin 2θ.
2 1 1 2
1.0
0.5
0.5
1.0
(l) r2 = 4 cos 2θ.
Lemniscatas.
Curvas de pe´talos. Las funciones que determinan las curvas de pe´talos
son:
r = a sinnθ o bien r = a cosnθ, n ∈ Z, a > 0.
• Si n es par tiene 2n pe´talos.
1.5 1.0 0.5 0.5 1.0 1.5
1.5
1.0
0.5
0.5
1.0
1.5
(m)
r = 2 sin 2θ.
2 1 1 2
2
1
1
2
(n) r = 2 cos 2θ.
Curvas de 4 pe´talos .
• Si n es impar tiene n pe´talos.
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1.5 1.0 0.5 0.5 1.0 1.5
2.0
1.5
1.0
0.5
0.5
1.0
(n˜) r = 2 sin 3θ.
1.5 1.0 0.5 0.5 1.0 1.5 2.0
1.5
1.0
0.5
0.5
1.0
1.5
(o) r = 2 cos 5θ.
Curvas de 3 y 5 pe´talos.
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8-6,1+- 
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7N CILINDRO ES LA SUPERCIE COMPUESTA POR TODAS LAS RECTAS PARALELAS A UNA
RECTA DADA EN EL ESPACIO PASANDO POR UNA CURVA PLANA DADA LLAMADA CURVA
GENERATRIZ
'N EL CASO DE UN CILINDRO CIRCULAR GH  0 LA CURVA GENERATRIZ ES UNA
CIRCUNFERENCIA
2ARA EL CILINDRO PARAB	OLICO H  G LA CURVA GENERATRIZ ES UNA PAR	ABOLA
'L CILINDRO EL	PTICO H  I   EST	A FORMADO POR RECTAS PARALELAS AL EJE
- QUE PASAN POR LA ELIPSE H  I   EN EL PLANO . / 'L CILINDRO SE
EXTIENDE A LO LARGO DEL EJE -
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-2
-1
0
1
2 -2
-1
0
1
2
-1
-0.5
0
0.5
1
'L CILINDRO HIPERB	OLICO G  H   EST	A FORMADO POR RECTAS PARALELAS
AL EJE I QUE PASAN POR LA HIP	ERBOLA G  H   EN EL PLANO GH .AS
SECCIONES TRANSVERSALES DEL CILINDRO EN PLANOS PERPENDICULARES AL EJE I SON
HIP	ERBOLAS
7NA ECUACI	ON DONDE S	OLO APAREZCAN DOS DE LAS TRES COORDENADAS DENE UN
CILINDRO PARALELO AL EJE DE LA COORDENADA QUE FALTA EN DICHA ECUACI	ON
2ARA DIBUJAR LA SUPERCIE PODEMOS SEGUIR LOS SIGUIENTES PASOS
 DIBUJAMOS LA CURVA DENIDA POR LA ECUACI	ON DEL CILINDRO EN EL PLANO CO
ORDENADO DE LAS DOS VARIABLES QUE APARECEN EN DICHA ECUACI	ON
 6RAZAMOS CURVAS PARALELAS A DICHA CURVA EN PLANOS PARALELOS Y AGREGAMOS
LOS BORDES ES DECIR ESTIRAMOS LA CURVA OBTENIDA EN EL APARTADO ANTERIOR
EN LA DIRECCI	ON DE LA COORDENADA QUE FALTA EN LA ECUACI	ON
$<8-9+1-: +<),91+):
7NA SUPERCIE CU	ADRICA ES LA GR	ACA EN EL ESPACIO DE UNA ECUACI	ON DE SE
GUNDO GRADO EN G H Y I .A FORMA GENERAL ES
G H  I GH  HI  GI GH  I   
DONDE   SON CONSTANTES .A ECUACI	ON SE PUEDE SIMPLICAR POR TRASLACI	ON
Y ROTACI	ON .OS CILINDROS VISTOS SON EJEMPLO DE SUPERCIES CU	ADRICAS
8EAMOS OTROS EJEMPLOS COMO LOS ELIPSOIDES QUE INCLUYEN A LAS ESFERAS
PARABOLOIDES CONOS E HIPERBOLOIDES
'L ELIPSOIDE
G
0

H
1

I
2
 
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CORTA A LOS EJES COORDENADOS EN 0   1   2 5E ENCUENTRA
DENTRO DE LA CAJA RECTANGULAR DENIDA POR LAS DESIGUALDADES G  0
H  1 Y I  2 .A SUPERCIE ES SIM	ETRICA RESPECTO DE CADA UNO DE LOS
EJES COORDENADOS PORQUE LAS VARIABLES DE LA ECUACI	ON QUE LA DENE EST	AN
ELEVADAS AL CUADRADO
.AS CURVAS EN QUE LOS TRES PLANOS COORDENADOS CORTAN LA SUPERCIE SON
ELIPSES 2OR EJEMPLO PARA I   SE TIENE
G
0

H
1
 
5I DOS DE LOS SEMIEJES SON IGUALES SE TIENE UN ELIPSOIDE DE REVOLUCI	ON Y SI
LOS TRES SEMIEJES SON IGUALES LA SUPERCIE ES UNA ESFERA
'L PARABOLOIDE EL	PTICO
G
0

H
1
 
I
2
ES SIM	ETRICO RESPECTO A LOS PLANOS G   Y H   .A 	UNICA INTERSECCI	ON
SOBRE LOS EJES ES EL ORIGEN 'XCEPTO POR ESTE PUNTO LA SUPERCIE SE HALLA
TOTALMENTE ARRIBA O TOTALMENTE ABAJO DEL PLANO -. DEPENDIENDO DEL
SIGNO DE 2 .AS SECCIONES CORTADAS POR LOS PLANOS COORDENADOS SON
G    LA PAR	ABOLA I  
2
1
H
H    LA PAR	ABOLA I  
2
0
G
I    EL PUNTO   
%ADA PLANO I  I
 I
   SI 2   I
   SI 2   CORTA A LA SUPERCIE
EN LA ELIPSE
G
0

H
1
 
I

2
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El paraboloide circular o paraboloide de revolucio´n
x2
a2
+
y2
a2
=
z
c
corresponde al caso b = a en el ejemplo anterior, quedando en general la
ecuacio´n x2 + y2 = kz o bien z = kx2 + ky2.
Las secciones transversales por planos perpendiculares al eje Z son c´ırcu-
los con centro en el eje Z. Las secciones transversales por planos que
contienen al eje Z son para´bolas.
El cono el´ıptico
x2
a2
+
y2
a2
=
z2
c2
es sime´trico respecto a los tres planos coordenados. Las secciones cor-
tadas por los planos coordenados son:
x = 0 : las rectas z = ±
c
b
y
y = 0 : las rectas z = ±
c
a
x
z = 0 : el punto (0, 0, 0)
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Las secciones cortadas por los planos z = z0 = 0 son elipses cuyos centros
esta´n sobre el eje Z.
Si a = b el cono es circular recto.
El hiperboloide de una hoja
x2
a2
+
y2
b2
−
z2
c2
= 1
es sime´trico respecto a cada uno de los tres planos coordenados. Las
secciones cortadas por los planos coordenados son:
x = 0 : la hipe´rbola
y2
b2
−
z2
c2
= 1
y = 0 : la hipe´rbola
x2
a2
−
z2
c2
= 1
z = 0 : la elipse
x2
a2
+
y2
b2
= 1
El plano z = z0 corta la superﬁcie en una elipse con centro sobre el eje
Z. Se trata de una superﬁcie conexa, por eso se llama de una hoja.
El hiperboloide de dos hojas
z2
c2
−
x2
a2
−
y2
b2
= 1
es sime´trico respecto a cada uno de los tres planos coordenados. El plano
z = 0 no intersecta la superﬁcie. Para que un plano horizontal z = z0
intersecte debe ocurrir |z0| ≥ c.
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Las secciones hiperbo´licas
x = 0 :
z2
c2
−
y2
b2
= 1
y = 0 :
z2
c2
−
x2
a2
= 1
tienen sus ve´rtices y focos sobre el eje Z. La superﬁcie esta´ separada en
dos porciones, una arriba del plano z = c y la otra por debajo del plano
z = −c. Por ello se llama hiperboloide de dos hojas.
El nu´mero de te´rminos negativos en las ecuaciones del hiperboloide nos
da el nu´mero de hojas de e´ste. Si reemplazamos en la ecuacio´n el 1 de la
derecha por 0 obtenemos la ecuacio´n de un cono el´ıptico
x2
a2
+
y2
b2
=
z2
c2
Los hiperboloides son asinto´ticos a este cono.
El paraboloide hiperbo´lico
y2
b2
−
x2
a2
=
z
c
, c > 0
tiene simetr´ıa respecto a los planos x = 0 y y = 0. Las secciones con
estos planos son:
x = 0 : la para´bola z =
c
b2
y2
y = 0 : la para´bola z = −
c
a2
x2
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En el plano x = 0, la para´bola se abre hacia arriba desde el origen. La
para´bola en el plano y = 0 se abre hacia abajo.
Si cortamos la superﬁcie por un plano z = z0 > 0, la seccio´n es una
hipe´rbola
y2
b2
−
x2
a2
=
z0
c
con su eje focal paralelo al eje Y. Si z0 es negativa, el eje focal es paralelo
al eje X.
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